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Viver é como andar de bicicleta: É preciso estar em 
constante movimento para manter o equilibrio. 


- Albert Einstein 


Como Estudar o Livro? 


O livro é muito voltado a resoluções de questões do nivel IME/ITA. Portanto, a teoria 
apresentada é direcionada a resultados que serão bastante úteis na resolução das 
questões do género. O material não é destinado àqueles que nunca estudaram o 
assunto antes - embora abranja todo conteúdo, para a melhor compreensão do 


material, é aconselhável que o aluno/professor já tenha tido contato com o assunto 
previamente. 


As questões do IME e do ITA, em geral, envolvem mais de um assunto em um 
mesmo enunciado, portanto comumente nas questões que aqui são propostas, 
será requerido que o aluno/professor saiba o básico de outros ramos da matemática 
(progressões aritméticas e geométricas, geometria analítica, etc.). Quando isso for 
requisitado, mencionaremos o assunto que deve ser pesquisado “por fora" para a 
total compreensáo do segmento, 


Recomendamos que o aluno/professor leia toda a parte teórica (mais de uma vez, 
se necessário) para a fixacáo das idéias destacadas (lembre-se que todo o conteúdo 
aqui apresentado será importante, náo sendo aconselhável que parte alguma seja 
descartada). Dé uma atengáo especial aos exemplos resolvidos, que serviráo de 
base para a resolução dos 'Ехегсісіоѕ de Fixação”. 


Feito isso, o aluno/professor deve passar então para a parte dos "Exercicios de 
Fixação”. Nessa seção você nào encontrará exercícios fáceis (todos têm o estilo de 
questões IME/ITA), porém encontrará alguns exercícios mais dificeis que os outros. 
Para melhor orientação criamos o seguinte código: 


м - Nivel Dificil 
* - Nível Insano 


Por fim, ressaltamos que muitas das questões acompanham o nome de onde foram 
tiradas. Em alguns casos é comum ver a palavra 'adaptada' junto à referência. Isso 
acontece nos casos em que a questão é a mesma que caiu no vestibular citado, 
porém com alguma alteração, tornando-a mais interessante para a nossa discussão. 


Para que futuras tiragens do livro estejam cada vez mais completas, pedimos 
aos leitores que enviem eventuais “erros” identificados ao correio eletrônico do 
autor: matematicanivelimeita(Dgmail.com. A Editora Vestseller disponibiliza а 


versão atualizada do arquivo de erratas dos livros Matemática Em Nivel IME/ 
ITA (Volumes | e II) no endereço: 


http://www .vestseller.com.br/Caioguimaraes 
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1.1. A Origem da Geometria Analítica 


A ideia parece simples — boba, até. Representar figuras geométricas através de 
coordenadas no plano ou espaco para os estudantes hoje é táo intuitivo que nos 
custa acreditar que tal sugestão tenha aparecido tão tarde na evolução da geometria 
na história. 


A maior parte da literatura no assunto atribui ao matemático e filósofo francés René 
Descartes (1596-1650) a proposta de descrever curvas, linhas, e outras figuras 
geométricas usando equações algébricas. 


Assim como acredita-se que Isaac newton tenha formulado a Lei da Gravidade 
ao observar uma magá caindo de uma árvore, acredita-se que Descartes tenha 
pensado no sistema de coordenadas ao observar, deitado em sua cama, uma 
mosca voando no teto. 


Ele percebeu que a posigáo da mosca poderia ser descrita como a distáncia 
dela ás paredes de seu quarto. Esse momento foi a inspiração para a criação do 
chamado sistema de coordenadas cartesianas, que possui esse nome justamente 
em homenagem ao seu criador. 


0 1 2 3 4 5 


Descartes publicou suas descobertas no ensaio La Geometrie, parte integrante 
do apéndice da obra Discours de La Méthode (1637). Inicialmente. sua obra em 
francés nào foi muito bem reconhecida, principalmente devido à lingua de escrita 
e ás suas complicadas equações. 


Foi apenas depois da tradução para o latim e dos comentários do matemático 
holandés Van Shooten (1615-1660), doze anos mais tarde. que a obra de arte de 
Descartes passou a ser compreensivel para a comunidade matemática e se espalhou 
para o mundo com seu devido reconhecimento. 


Frans Van Shooten passou ainda o resto de sua vida contribuindo para о 
desenvolvimento da obra de Descartes, tendo sido um dos pioneiros a sugerir que 
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A criacáo da geometria analitica criou a ligacao que faltava entre o estudo da 
geometria e álgebra, em que figuras e curvas geométricas passavam a ser 
representadas por equações e tratadas com muito mais rigor do que anteriormente. 


A consequéncia desta criacáo teve efeito dominó: os estudos revolucionários do 
Cálculo Diferencial e Integral de Newton e Leibnitz, por exemplo, ou o extenso 
estudo da mecánica por matemáticos/fisicos como Kepler, Newton e Galileu, todos 
tiveram alguma base na análise com coordenadas cartesianas para a geometria. 


Por ironia, a simples descoberta de Descartes, observando uma simples mosca 
em seu teto, pode ter sido um dos maiores aceleradores do desenvolvimento da 
matemática em sua história! 


Nas próximas páginas deste livro, vamos mergulhar neste interessantíssimo assunto, 
que sempre foi, e sem dúvida continuará sendo tópico recorrente nas provas do 
IME e do ITA. 


1.2. Definições e Propriedades de Vetores no R? e R? 


Dizemos que uma grandeza fisica é um vetor quando convém diferenciá-la com 
elacáo á sua intensidade (módulo), diregáo e sentido. Quando a grandeza fisica 
e diferencia apenas por sua intensidade (módulo), a chamamos de escalar. 


exemplos de Grandezas Vetoriais: 
Força 
Velocidade 
Impulso 


Exemplos de Grandezas Escalares: 

Energia 

Tempo 

Massa 
Vetores podem ser representados por pares ordenados (quando tratados no plano, 
ou R?) ou por ternas ordenadas (quando tratados no espaço, ou R?). Vamos nos 
limitar, neste livro, a problemas envolvendo vetores em espaços de dimensão 
máxima 3. 


Vetores de tais tipos podem ser tratados geometricamente. 


y 


Figura 1.2.1 — Representação geométrica de um vetor no R? 
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O vetor que une os pontos A e B no plano da figura 1.2.1 é representado 
algebricamente da seguinte forma: 


Ой = AB=B-A = (Xs. Ya) - (Xa: Ya) = (Xe X5. Ya-Ya) 


Note que a representação matemática do vetor ü depende apenas dos tamanhos 
geométricos das projeções do vetor sobre os eixos. Isso significa que um vetor 
idéntico a и, apenas transladado no plano possuirá sua mesma representação 
matemática. 


Um conjunto de vetores com mesma direção, sentido e módulo a um vetor 
qualquer é denominado conjunto dos vetores equipolentes a 0. 

Em termos práticos, como um vetor é definido justamente por um módulo, uma 
direção e um sentido, todos os vetores dentro deste conjunto representarão и. 


Definição 1.2.1 


As representações geométrica e algébrica de um vetor de dimensão 3 são analogas. 


Figura 1.2.2 — Representação geométrica de um vetor R? 


PA = Q - P = (хо, Yo: Za) – (Xp: Yp: Zp) = (Xo 7 Xe«. Yo Ye: Za - Ze) 


As representações geométrica e algébrica deixam claro também que um vetor no 
R? pode se reduzir a um caso particular de um vetor no R? (todos os pontos do 
segmento orientado pelo vetor possuem o mesmo valor de cota z). 


Multiplicação por um real 
A multiplicação de um vetor por um real deverá alterar sua intensidade (seu 
comprimento geométrico). 

[9 = (Xu: Yu, Zu) 


lkeR k-ú=(kx, ky, Kz) 
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original. Se 0 < |k| < 1, o comprimento do novo vetor será menor que o original. 


OBS: A multiplicação de um vetor por um real negativo altera o sentido do vetor. | 


Um vetor ü é dito paralelo a outro vetor Y quando existe um valor К real tal que: 
О = КЎ | 


Definigáo 1.2.2 


Soma de Vetores 


A soma de dois vetores é definida pela soma algébrica das suas ternas (ou pares) 
ordenadas. 


U+r+v= (Xu Yu Zu) Ж (ху. yv z) = (X, + Xo Yu + у, Zu + z,) 


No plano, em termos geométricos, a soma se dá da seguinte forma 


Xu ху——э] 


(a) 


Figura 1.2.4 - Representacáo geométrica da soma de dois vetores — (a) Regra do Poligono; (b) 
Regra do Paralelogramo 


OBS: No exemplo ilustrado na figura, y, é um valor negativo, e, comisso o valor | 


da ordenada do vetor resultante é menor do que a ordenada do vetor U. 
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Regra do Poligono 


Na figura 1.2.4 (a), vemos que, se coincidirmos a extremidade inicial de um vetor a 
ser somado com a extremidade final do primeiro, a soma vetorial pode ser obtida 
unindo o inicio e o final do conjunto geométrico. A Regra do Poligono dá margem 
à soma de múltiplos vetores de forma simplificada. 


Е V n 
AS LS. iu 2 
0+7+0=2 


Fig. 1.2.5- Regra da Poligono 


Demonstração: 
Demonstra-se a regra do poligono para n vetores de maneira geral: 


Anda + А _;А у +... + АА, = An — Aga + Ana = Asa +... 
A) + А, - Ау = А, -A = АА, с 


Regra do Paralelogramo 


Na figura 1.2.4 (Б) vemos que se tracarmos um paralelogramo com lados iguais 
aos vetores a serem somados, e extremidades iniciais coincidentes. o vetor soma 
será representado pela diagonal que passa pelo mesmo ponto das extremidades 
coincidentes. O vetor soma terá também sua extremidade inicial no ponto coincidente 
das extremidades iniciais dos vetores a serem somados. 


Figura 1.2.6- Regra da Paralelogramo 


Módulo do Vetor 


O módulo de um vetor é definido como o seu comprimento no plano de 
representação geométrica. Por isso, o módulo de um vetor será uma grandeza 
escalar e sempre não negativa. 


Dado um conjunto de vetores com uma mesma direção e um mesmo sentido. o 
vetor unitário será aquele de módulo 1 (comprimento unitário). 


Definição 1.2.3 
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Уа = (Xu: Yu: Zu) 


C - (0,yu,0) 
B= AR i e р у 
„аша: 
x 
Figura 1.2.7- Módulo de um vetor 


Utilizando o teorema de Pitágoras nos triângulos retângulos hachurados na figura 
acima, temos um importante resultado: 
fil = Ра? + ОР? = Jea? + (ОВ? + OC?) = xà «y + 22 


Г 2 2 2 
= х2 + у2 + 22 
Resultado 1.2.1 


Notação: Costuma-se chamar o vetor unitário representante da direção e sentido : 
de um vetor ü de "versor de ú”, e representá-lo com um acento circunflexo em | 


vez da tradicional seta simbólica de vetores. 
- definição Ü a NS 
= =; 3 lol =1 e ufo 


EE 


Módulo de um Vetor Multiplicado por um Nümero Real 
Multiplicando um vetor por um real k, alteramos o seu módulo por um fator 


multiplicativo |k| 


ed = [x kyu, kz) = yk2x2 + k?y? + к2.22 
= WK feytz = wd 
Vetor Nulo 


O vetor nulo é um vetor de módulo igual a zero. A rigor, é o resultado da soma de 
dois vetores de mesmo módulo e direção, porém com sentidos contrários. 
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A seta em cima do vetor nulo é 
realmente necessária? 


Já que o vetor nulo náo possui 
sentido e direcao definidos, 
nào poderíamos representá-lo 
simplesmente por 0? 


OBS.: É importante que o aluno se acostume desde já com a diferença entre 
uma equação envolvendo grandezas escalares e uma envolvendo vetores. 
Dada uma soma de vetores que se anule, atente-se à diferença na notação que 
usaremos de agora em diante: 
U+Vv+w 


O (incorreto) 


ÚUÚ+ Vw 


0 (correto) 


Exemplo 1.2.a Determine o módulo da soma dos vetores da figura abaixo. 


Figura 1.2.8- Módulo de um vetor 
Dados: |x| = |w| = 1 Ju = 2/4] = 2/2 
Solução: 


Vamos dividir a soma em partes. A primeira delas (fig.l) é determinada com uma 
simples regra do paralelogramo. 


zi 


Figura | 
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Como w +x е 0 têm a mesma direção, a soma se dá de maneira simples: 
№ + x| = J2 


fnnt A 


jū + w +2] = /2 


Figura 11 


Para somar v faremos uso da Lei dos Cossenos no triângulo hachurado (veja a 
figura IIl abaixo). 


Figura 111 


ü + € ++ XP = (12% + (12)? - 2(/2)(/2).c0s(105?) = 4 – 4cos(105?) 
| | 


Lembrando, da trigonometria que: 

cos(105%) = cos(60? + 45?) = соѕ(60°):соѕ(45°) - sen(60?).sen(45?) = 
2 BN ЛЛ 

2 


1 
2 2 2 4 


[U+ v+ We | = /4+./6 - /2 


Temos, finalmente: 


Dependéncia Linear 


Dois vetores 0 e v serão ditos linearmente independentes (L.l.) quando: 
qu + q у=0 > Q/=02=0 
ou seja, quando o fato da combinação linear dos mesmos ser nula implicar 


na única hipótese dos fatores escalares serem nulos. Caso contrário, os dois 
vetores são ditos linearmente dependentes (L.D.). | 


Definição 1,2.4 
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Exemplo 1.2.b Mostre que dois vetores sáo linearmente dependentes entre si se 
e somente se eles sáo paralelos. 


Solugáo: 
Ida: "se dois vetores sáo L.D. entre si, entáo sáo paralelos” 


Considere a igualdade: %, Ù + а :У = 0 
Se, por hipótese, os vetores sáo linearmente dependentes, um dos fatores escalares 
é náo nulo. Sem perda de generalidade, seja 

E (t5 


5 q . : 
a0 > ü + 2v0 > U=-—2y 
q 94 


Logo, U e v se diferenciam apenas pela multiplicacáo por um real. e com isso sáo 
paralelos. 


Volta: "se dois vetores sao paralelos, entáo sáo L.D. entre si" 


Se, por hipótese, os vetores sáo paralelos, entáo existe k real nao nulo tal que: 


О = kv 


ой + 0+9=0 > o, kV + o; U=0 = (mk + а): V=0 


о que, nào necessariamente implica em o, = «, = 0. (contraexemplo. q, = 1, 
о, = —k) 
2 


OBS: A definição 1.2.4 pode ser estendida para um conjunto de mais vetores: O 


conjunto de vetores V4,V5,.... V4 6 dito linearmente independente quando. 
QV. + GV, +. + ол 20 2 0=0=..=0,=0 


Base Vetorial 


Considere um conjunto V de vetores linearmente independentes e um outro 
conjunto E qualquer de vetores. 

Se todos os vetores de E podem ser representados como uma combinacao 
linear dos vetores de V, diz-se que os vetores de V formam uma base vetorial 
de E. 


Definigào 1.2.5 


No nosso caso, nos interessaráo tomar como conjunto E os espacos do R? e do R?. 
Que tipos de conjuntos de vetores formariam uma base vetorial desses espacos? 
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É fácil ver que os vetores unitários paralelos aos eixos ordenados formam uma base 
vetorial. No caso geral do Rº, considere: 


442(100)2ü, 
У = (0, 1 0) = Uy 
V4 = (0, 0, 1) = 0: 
É também fácil ver que os mesmos sáo linearmente independentes, pois: 
Cv, + Q2 V2 + 03: = 0 = 01(1 0, 0) + а, (0, 1, 0) 
+ @5(0, 0, 1) = (0, 0, 0) > (o, 0, 0) + (0, о, 0) + (0, O, оз) = (0, O, 0) 
> (01 q, 03) = (0, 0, 0) 
> ù = 05 = 03 = 0 
Além disso, qualquer vetor (х, у, 2) pode ser escrito como uma combinação linear 
desses vetores: 
(X y 2) = x(10,0) + y(0,1, 0) + 2(0, 0, 1) =x-V, + yọ, + zV, 


Notagáo: A essa base vetorial do R? damos o nome de base canónica do К? | 


Exemplo 1.2.c Mostre que os vetores и e ў a seguir formam uma base vetorial 
do R*?. 


ü = (3,3) ; ў = (2 0) 


Solução: 

Primeiro devemos mostrar que os vetores são linearmente independentes. 
01:0 + 02:9 = б = (3, 3) + o (2, 0) = (0, 0) 

= (304, 304) + (202, 0) = (0,0) = (301 + 202, 304) = (0, 0) 

[304 + 207 = 0 

[зо =0 > q = 02 = 0 


O segundo passo consiste em mostrar que qualquer vetor (х,у) do R? pode ser 
representado como uma combinagáo linear de u e y 
3u, + 20, = X 


(x.y)=04(3, 3) + a2(2, 0) > le E o q= > 0 = 


Ou seja, qualquer vetor (x.y) pode ser escrito da seguinte forma: 


sli XY 
(Rykc л + М 


Conclui-se que и e Y formam uma base vetorial do R?. 
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OBS.: Fica como exercício ao leitor mostrar que 2 vetores nào paralelos formam 
sempre uma base vetorial do R? (exercicio de fixagáo 1.12)! 


Citaremos agora 2 teoremas cujas demonstracóes náo sáo complicadas. No entanto, 
esses teoremas náo sáo nosso foco principal. pois apenas os utilizaremos como 
ferramentas para compreender futuros resultados. A demonstração. portanto, fica 
como exercicio para aqueles que se interessarem mais pelo assunto. 


No Rº, 3 vetores formam um conjunto linearmente dependente se e somente 
se um dos vetores pode ser escrito como uma combinação linear dos outros 2. 


Resultado 1.2.2 


No R?, conjuntos linearmente independentes contêm no máximo 2 vetores. No 
R^, conjuntos linearmente independentes contêm no máximo 3 vetores. 


Resultado 1.2.3 


Dica para a demonstração: Baseie-se na resolução do exemplo 1.2.b. 


Notação: É comum escrever um vetor como a combinação linear dos vetores da 
base vetorial canônica do espaço em questão. Por exemplo: 


ū = (1,3, -7) = Ux + Зуу — 7uz 


Os vetores da base vetorial canônica do R? também são comumente denotados 
pelas letras i, j , k. 


ū = (1, 3, -7) 214 3j - 7k 


Eu achei esse assunto de 
"Dependéncia Linear" meio 
complicado. 

Tenho muitas dificuldades em 
demonstrar resultados abstrattos 
como esse. 
Isso pode cair na prova? 
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Nota do Autor: А preocupação é compreensível. Questões envolvendo 
diretamente “dependência linear' raramente caem no vestibular (ocasionalmente 
são cobradas no ITA). No entanto, entender esses conceitos pode ser muito dtil! 
Veremos mais a frente algumas questões de geometria muito bonitas resolvidas 
justamente pela compreensão desse conceito. Leia e releia as partes dificeis, 
faça os exercícios de fixação, e garanto que a compreensão virá! 


1.3. Produto Escalar 


Assim como a soma de vetores, o produto de vetores é definido de forma diferente 
da multiplicação algébrica de números. Estudaremos 3 tipos de produtos de vetores: 
produto escalar, produto vetorial e produto misto. O produto escalar (também 
chamado de Produto Interno) é denotado pela seguinte simbologia: 


0-7 = (0.7) = produto escalar entre ü e V 


O resultado do produto escalar entre 2 vetores é, como o próprio nome diz, um 
escalar. Trata-se da soma dos produtos das respectivas coordenadas de cada 
vetor. 


U-V = (Xy. Yus Zu) (Xy Уу Zy) = Xy Xy + у-у, + Zu Zy 
Definigáo 1.3.1 | 


Propriedades Importantes: 
1. Produto Escalar de um vetor por ele mesmo 


Resultado 1.3.1 
Demonstração: ü-ü = (Xy. Yu Zu) (Xy Yu Zu) = х + y + 22 = 


2. Comutatividade 
üv-V.u 
Resultado 1.3.2 


Demonstragáo: 
UV = (ху, Yus Zu) (Xy Уу, Zy) = Xu Xy + уу, + Zu Zy 


3. Propriedade Distributiva 
U-(V + W)-ü V + U.W 


Resultado 1.3.3 


CapiruLo 1 — VETORES 27 


Demonstração: 
ü-(V + W) = (Xy. уш, 2,)-((Ху, Уу, Zv) + (Ху... Yw: Zu) 
= (Xy. Yu: Zu) {xy + Xw. Yy + Yw: Zy * ZW) 
= Xu (Xy + Xw) + Yu (Yy + Yu) + Zu (Z, + Zw) 
= (ху Xy + Yu Yv + 22у) + (Xu Xu + Yu Yw + Zu Zw) 
=UV+UWO 


Equação Geométrica do Produto Escalar 


Como na soma de vetores, o produto escalar também possui uma interpretação 
geométrica. Vejamos a seguir. 


Seja Ө o ângulo geométrico entre os vetores и e V. É válido que: 
0:9 = [ü|-|V|- cose 
Resultado 1.3.4 – Equação Geométrica do Produto Escalar 


Demonstração: 
Tomemos dois vetores com um ángulo 0 entre eles. 


ü U-v 
0 
v 
Figura 1.3.1 


Da Lei dos Cossenos, vale: ū-7? jul? + ju? - 2|ü|.|v|. cose 


Utilizando o Resultado 1.3.1: 
(U-v)-(U-v) = ü-u + v.v - 2iju|.|v|-cose 
Com o Resultado 1.3.3: 
Di -0%-%й+ Y = ü + y - 2Jú-[v]- cose 
Da propriedade comutativa (Resultado 1.3.2) 
-2d.v = -2lu|-|v|-cose = u-v = [uj | cose 
Devemos mostrar que a expressão também vale para 0 igual a 0º e 180? (casos 
em que náo há triángulo). 


8-0 = úv=úkú = К|Ц?-1 = [d-(k-Ju)-cose > lü|-|v|.cose 


0 


180° = üv = üKü--k lu -(-1) = lúl-(k]-ju)-cose = lul-jv|-coso 


Como vale para todos os ângulos possiveis, fica provado o resultado. y 
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Perpendicularismo entre 2 Vetores 


Sejam os vetores ü e V náo-nulos. É válido que: 
E . - ve 1] 
ülv e йу = 0 | 
Resultado 1.3.5 
Demonstração: 


As demonstrações tanto da “ida” quanto da “volta” da relação de “se e somente se” 
acima, saem direto da Relação Geométrica do produto escalar. 


Uv=0 e |úl-lv|-cos0=0 > cos0-0 > ÚlVO 


OBS.: Note que, para acharmos um vetor perpendicular a um vetor (a,b), no 
К°, basta invertermos as posições de a e b, e trocarmos o sinal de um eles. Ou 


seja: 
(ab) L(-ba) e (ab) 1 (b,-a) 


Exemplo 1.3.a (EN) Dados dois vetores unitários и e v tais que: 


ju + 2-4] = [à- v| 
Determine o ángulo entre и e ў. 


Solução: 
Considere a igualdade: 


ū + 2-9? = o - v 


Do resultado 1.3.1 
= (U + 2v)-(U + 2%) = (ü- v)-(u-v) 
> 0:0 + 40:7 + 4v.V = 0:0 – 2U0-V + V-V 


> |02 + 40:7 + 42 = 02 - 20.9 + lu? 
= 3f = -6u.v = 3.1 = -6lil.[W]-cose 
> 3=-6.1.1.c0s0 = cose ==> 


Logo, o ángulo 8 entre os dois vetores é: 
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Exemplo 1.3.b (EN - 2003) Sabendo que V é ' paralelo a p e w é perpendicular a 


p.edadoque: U = 2i + j- 3k; р = 8i - i ü = V+w. Determine o valor de: 


Solução: 
Como é v paralelo a p, e w é perpendicular a p, temos que: 


vlw = Vw=0 
Portanto: |7 – #2 = (7 – w).(V-w) = 9-9 – 29. Ww + ww = [vl + || 
Além disso: |7 + W|? = (F+W) (VW) = V.V + 29. W + w-w = [v] 
Logo: |V - w| = [V + w| = |0 = 4?» +1+(-3)? = 414 
[Y - w| = 14 
Мїзао Geométrica do Produto Escalar: Projegáo 


Sejam os vetores ü e V náo-nulos e nào paralelos. Demonstra-se que projecao 
de ü em V é dada por: 
TD 
ргојџ0 = —V 
М 


Resultado 1.3.6 


Demonstração: 


o 


ргој У 
Figura 1.3.2 


O módulo do vetor projecao é dado por: 


[projyú] = |0: cos = bia = 


FM w 


O sentido e direção da projeção é dado pelo versor de v 


üv v uv. 
projyú = |proi;ü|- V = T = rad n 
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Note que o caso em que o ángulo Ө é obtuso está incluso na demonstração. Neste 
caso o produto escalar, que acaba dando o sentido do vetor projecáo, será negativo, 
e, portanto, a projeção terá sentido contrário ao de Y. 


Figura 1.3.3 


Exemplo 1.3.c Considere o triângulo dado pelos vértices A = (1, 1, 1), 
В = (1, 2, 4) е С = (0, 2, 3). Calcule as coordenadas do "pé" Н da altura relativa 
ao lado BC. 


Solução: 
Considere a figura abaixo. 
А= (1,1,1) 
0 > 
В = (1,2,4) H=? C = (0,-2,3) 
Figura | 


Sabe-se que: 
BA = A - B = (1,1, 1) - (1, 2, 4) = (0, -1 -3) 


BC=C-B=(0,-2,3) - (1 2, 4) = (-1-4, -1) 


BH = proj¿¿BÁ = E БЕ 
Ва 
8H = AA Жыр -1 ве 
(-1" + (—4)° + (1) 18 
Finalmente 
BH = 5:80 = 18(H-B) = 7(C-B) 
H= LAU _ (0—14, 21) + (11 22, 44) _ (5 4 5) 
18 18' 9' 18 
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Exemplo 1.3.d Seja E um ponto sobre o prolongamento por B do lado AB do 
quadrado ABCD. Seja F a interseção de DE e BC e С, a interseção de AF e CE 
Prove que BG é perpendicular a DE. 


D С 


А B E 
Figura 1.3.4 


Solução: Considere o sistema de eixos adotado tais que o lado do quadrado ABCD 


seja unitário. Desta forma, representemos as coordenadas de F e E por: E = (e,0) 
eF = (1,0). 


D = (0,1) C=(1,1) 


A= (0,0) B (оу 77 E (e.0) 
Figura | 


Com isso: 


ql 


=F-D=(1f-9 
DE-E-D = (е, -1) 


Como os vetores ОЁ e DF sáo paralelos, existe um fator real k, tal que: 


(Lembrando que os passos acima são válidos uma vez que f = 1,е +0) 


Podemos escrever agora: 


А =F- A = (1 2) 
e 


Sendo G = (х,у) a interseção das retas СЕ e AF, temos: 
IES л CE = CG-mCE тєк 
[AG / AF > Аб = пАЁ, neR 
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AA ———————————— Se EEN 3 ENC UE rH 


Ё -С=т(Е-С) 2 G=C + m(e-1 -1) = (1 + m(e-1) 1-m) тє 


|e - A =n(F-A) = б = А + (s 2-1) = (^ 26-3 ner 
n-(e- 1) 


Com isso: | n, 
e 


| = (1+ m(e-1), 1-m) 


De onde segue (dado que e * 1) 


[кле 


Е ЕЕ шй) 
E + e – = 
n= 90-m т ( ded 
e-1 
Resolvendo: 
1 
e-1+m(e-1) -e- em > m=5 
е-е + 1 


A coordenada де С neste sistema será: 


Esta O ИНДЕ: БИРУ) ИН au 
е^-е+1' е^-е+1 e? -е+1 е? -е + 1 


Temos portanto: 


в-в-=[ е? STA | e-1 е 


BG À ; 
| е? -е+1 е?-е + 1 e-e+1 е?-е + 1 
(e. – 1) 


lae 


Finalmente, calculamos o produto escalar para testar a perpendicularidade: 


БЕ Вб = (в -9 (3 $23). 203 _ (0-1) o 


её -е+1 е? -е + 1 ea 4 e-e+1 


Do resultado 1.3.5, temos que DE e BG são perpendiculares. o 


1.4. Produto Vetorial 


Vimos que o resultado do produto interno entre 2 vetores é um número escalar. O 
desenvolvimento da fisica exigiu da matemática o estudo das propriedades de um 
outro tipo de produto entre 2 vetores. 


A notação do produto vetorial, também conhecido como Produto Externo, pode 
ser encontrada na literatura nas formas a seguir: 


й ху = П ^V = produto vetorial de ü por v 


CapituLo 1 — VETORES 33 


O resultado do produto vetorial entre 2 vetores no R? é um valor perpendicular 
ao plano definido pelos mesmos. O sentido do vetor resultante é dado pela 
"Regra da Мао Direita". Sendo Ө o ángulo entre os dois vetores, o módulo doj 
vetor resultante é definido da seguinte forma: 

ju » v] = |u]-|v|- seno 


Definição 1.4.1 


Regra da Mão Direita 

A regra da mão direita é um método mnemônico, criado pelo físico e eletrônico 
John A. Fleming, para lembrar o sentido definido para o resultado de um produto 
vetorial entre dois vetores. 


«i 


X - 
Figura 1.4.1 


Regra da Máo Direita 

Para determinar o sentido definido do produto 

vetorial, deve-se seguir os passos (ilustrado na 

figura 1.4.1): 

1. Espalmar a mão com os dedos apontando 
na diregáo e sentido de п 

2. Curvar os dedos para apontar na direção e 
sentido de Y 

3. A direção do seu polegar esticado indica o 
sentido definido do produto. 


John Ambrose Fleming 
(1849-1945] 


Definição 1.4.2 
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OBS.: Conforme já discutimos existem várias bases vetoriais para o R3. No 
entanto, a base denominada base canónica do R3é a formada pelos vetores: 
i-(10,05; j=(0, 1 0); K=(0, 0, 1) 


Observe que, da definigáo de produto externo e de sua diregáo, teremos: 


la] ef 
jak = 
kai =] 


Portanto, quando arbitrarmos eixos coordenados a um sistema geomėtrico, 
devemos nos lembrar que as direções dos eixos devem ser tais que: 


Lo е " " 
Оу ^a Oz = Ox 5 z y = x 
Oz лбх = Oy $ j 4 


Propriedades Importantes: 
1. Produto Vetorial de um vetor por outro paralelo a ele 


ох (к:й) = б 
Resuitado 1.4.1 


Demonstração: |ü х (к:0) = |0]-|к:0|. ѕепо° = 0 = úx(k-ú)=0 o 


2. Anti-Comutatividade 
E xv = -(Vxü) 

Resultado 1.4.2 
Demonstração: Segue direto da definição do sentido do produto vetorial (Regra da 
Mão direita) 
3. Propriedade Distributiva 

üx(V + №) = xv + Uxw 
Resultado 1.4.3 


Demonstração: A demonstração requer uma análise geométrica e será pedida como 
um dos Exercícios de Fixação deste capitulo. 


4. Multiplicação de um dos fatores por um fator real k 
lüx(k-v) = k(üxV) = (kü)xv 


Resultado 1.4.4 
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Demonstragáo: A regra da máo direita dá o mesmo sentido resultante para as 3 
parcelas acima (para k negativo e positivo). Além disso, os módulos também sáo 
iguais: 
là x(*-v)] = Jüj-[k: V[- sene = [k| [à|-|V|- sene = 
IK|-]àx v| = [(k-0)xv] = |e(üxv)] o 


Equacáo Matricial do Produto Vetorial 


Sejam 0 = (xy, Yus zu) e Y = (Xy, yy, Zy) -O produto vetorial pode ser escrito 
na forma matricial: 


i j k 
их? 2|X, y, Za 
Xy у, 2, 


Demonstragáo: 

Escrevamos os vetores como combinação linear dos vetores da base canónica do ЕЗ. 
ü- xyi + yw] + zyk V9 xyi + yp] + z,k 

Fazendo o produto vetorial: 
йх = (x,:1 + y) * z;k)x(x,i * y, i * z,k) 

Res 143, . 


= (xd xx D * (x, i x y, i) * (x, i x z, k) * (v. i x X, i 


+ (ywi x wi) (vw x z-k)*(zk x xi) 


+ (2, k x yel) + (zuk x 2,k) 


E сх, (ixi) + xy: Yv(ixj + xy: zy (ixk) + Yu: Xv (ixi) 
E ES 3j OE 
* Yu Ye (х) * Yo: zy (xk) +2, xy (кх) 
+ Zu Yy (kx 3) + ZyoZy (kxk) 
—— a 
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Re-arrumando: 


üxV = (yz, = Z yy) + (дух, - x, zv)) + (y Yv = Yu: Xy )K 


Yu Zl Xy > Ix. y dE A. 
= |Yu Me u Jare "LK = jx уш zlo 
Уу 2, Xy Zy Xy у, 
Xy Yv Zy 


Na última passagem foi usado o teorema de Laplace para determinantes, citado 
no Apéndice deste livro. 


Visáo Geométrica do Produto Vetorial: Área 


Assim como o produto escalar estava ligado à projeção de um vetor em outro, 
podemos dizer que o produto vetorial também possui uma interpretação geométrica. 


Sejam os vetores U e Y não-nulos e não paralelos. A área do paralelogramo de 
tados orientados por U e Y é dada por: 


А paralelogramo > № 2S y 
A área do triângulo com dois lados orientados por 0 e Y é dada por: 


JD x Y 
2 


A, = 


Resultado 1.4.6 
Demonstração: 


Considere a figura | abaixo. 


0 
r 
Júj-seno | 
1 
+ 
у V 
Figura 1.4.2 
Da geometria plana, a área é dada por: 
А paralelogramo = (base). (altura) E [v]- (Ja sen) E ló * 9 


A área do triángulo será, portanto. 


ду = А | 


2 paralelogramo > 
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Exemplo 1.4.a Demonstre que, dadas as coordenadas dos vértices de um triángulo 
no plano (R?), A = (a,.a,); B = (b,,b,): C (c,.c,), a área do triángulo é dada por: 


Solucáo: 
Do resultado 1.4.6, temos que (OBS: como os dois vetores estáo no plano, suas 


componentes na diregáo К sáo nulas, e portanto a 3? coluna do determinante 
abaixo é nula): 


Desenvolvendo: 


S= > `|((б®-а)(®;-а›) E (ba -a2 Hc, -a:))- | 


1 
^3 |((b; -а,)(с;-а,) - (ba -a2 (e: -а,))| 
1 
=5 | broa - ba, — ас, + are - b, C, + ба + азс, ~ ara; | 
а, а; 
=. b; а 
с, с, 1 


Colinearidade entre 3 pontos 


Os pontos A = (a,,a,); B = (b,,b,); C = (c,,c,) são colineares, se e somente se: . 
a as 1 
b, b2 1]=0 
€4 C2 1 


Resultado 1.4.7 


Demonstração: A demonstração é direta, a partir do resultado do exemplo 1.4.a. 
Fica, portanto, como exercicio ao leitor! 
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Exemplo 1.4.b 

a) Verifique se os pontos A = (1,2), B = (-2,-2) e C = (2,4) são colineares no plano R?. 

b) Determine o valor de t para que C = (t, 2t) seja colinear com A = (1,2) e 
В = (-2.-2). 

с) Verifique se os pontos A = (1,3,3), B = (2,1,0), C = (4,—3,—6) до R? são colineares 
no espaço R?. 


Solução: 
a) Como se trata de pontos no R?, podemos usar o resultado 1.4.7 para verificar 
se os pontos A, B e C são colineares. 


1 2 1 
2 -2 1|=-2+4-8+4-4+4= -2 = 0 
2 4 1 


A, B, C não são colineares. 


b) Para que os pontos A, B e C sejam colineares basta que o determinante do 
resultado 1.4.7 seja nulo. 


1 2 1 
-2 -2 1|=0 
t 21 


© -2+2t-4t+2t-2t+4=0 © {= 1 


(Para que C, da forma proposta, seja colinera com Ае B, precisará coincidir com A) 


c) Náo podemos mais usar o resultado 1.4.7, pois estamos agora analisando 
pontos no espaco. Para que A, B, C sejam colineares basta que os vetores AB 
e AC sejam paralelos. No R?, se os vetores dois vetores sáo paralelos, entáo 
seu produto vetorial será nulo (resultado 1.4.1). Vamos verificar! 


1% 
ABxAC=|1 -2 -3|=0 (linhas de 2 e 3 são proporcionais) 
3 -6 -9 


A, B, C sáo colineares. 


Exemplo 1.4.c Calcule a área do triangulo formado pelos pontos médios de duas 
arestas de vértice comum de um cubo e pelo ponto médio da aresta ortogonal (e 
reversa) àquelas arestas. Dé o resultado em função da aresta a do cubo. 


Solugáo: 


Tomemos as arestas concorrentes em um dos vértices como eixos coordenados. As 
figuras | e Il abaixo mostram como determinamos as coordenadas, neste sistema 
de eixos. dos pontos que constituem o triângulo a ser analisado. 
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Е = (0.0,a) 


_ 
х» 
— 


LA 


la 


As 


N 
NI 
NIO 


o 
| 

o 

t 

І 

о 

v 

І 

| 

o 
NIY NID ж» 


Calculando: 


Exemplo 1.4.d Demonstre que dados 3 vetores quaisquer, a equação chamada de 
Identidade de Lagrange sempre será satisfeita: 


àx(bx&) - b-(a-€) ** e-(a-b) 


Solução: 


Sejam: а = (a, a2, a3), b = (b4, bz, b3), É = (C4, C2: C3), tem-se, desenvolvendo 
o lado esquerdo da identidade: 


bxG = (bic, - ba'Cz, Бубу — 003, bic; — b?) 
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E, portanto: 
А ST 
az (bico — b21) - аз(®зс, — bica) 
àx(bx&) = | as (b;ca — b4c2) — а, (Ыс, - Б›с,) 


La, (bac, — bica) - а (boca - b3C2)) 


Verifiquemos que o lado direito equivale а expressáo acima: 


b (a-6) - c-(á-b) = 


Р M MEE sr 
(ac, + азс + 83C3)b, (ab, + азр, + azbz)c, 

=| (ac, + азс, + asca)b; | —|(ajpb, + agb; + azb3)cz | = 
(азс, + азс, + azC3)bz (ab, + агр; + азбз)сз | 


Р т 
а; (bic, —b;c;) - аз (b36, - bie) 

= | az (6›су — b3c2) — а, (0;с, - b264) 
La, (b3c, — bica) — az (b2C3 — baC2), 


Com isso, provamos a identidade. a 


OBS.: Note que é b x € um vetor perpendicular ao plano formado pelos vetores 
bes. Logo à x (b x ё), por ser perpendicular a este vetor, estará contido no plano 
formado por b e c. Consequentemente, a x(b x ё) deverá ser uma combinagáo 
linear dos vetores b e €, como bem verifica-se no lado direito da identidade. 


1.5. Problemas de Geometria 


Arepresentacáo geométrica dos vetores, tanto no R? quanto no R?, já sugere grandes 
aplicações dos vetores no ramo da Geometria. Veremos o quanto isto é verdade 
nesta secáo. Para que a compreensáo desta secáo flua melhor, é pedido que o 
leitor já tenha tido contato com Geometria. Para ajudar neste requesito, o apéndice 


deste livro contêm as definições de termos como "ceviana", "bissetriz", "mediana", 


"mediatriz", “altura”, ..., entre outros, que seráo bastante usados daqui para frente. 
Ponto Médio de um Segmento 


O ponto médio M do segmento AB é expresso em fungáo das coordenadas de 
A e de B da seguinte maneira: 
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Demonstração: 


Sendo M o ponto médio do segmento AB: 


AM =MB > M-A =B-M = м- А58 


Exemplo 1.5.а Determine o ponto D que resulta da reflexão de A = (1,1) em relação 


à reta que une os pontos B = (2,3) e C = (5,4). 


Solugáo: Temos que os vetores: 
BC = C-B = (&4)-(23) = (3, 1) 
AD = D-A = (x. y) -(1 1) = (x-1 y-1) 


С = (5,4) 
D = (x, 
q (х,у) 
\ 
y " 
“Ме, ^ B-(23) 
NM 
e \ 
e ` 
\ 
` 
о А = (1,1) 
Figura | 


Como esses vetores sáo perpendiculares, temos: 
BC-AD = (3,1) (x-1y-1) = 0 = 3x-3+y-1=0 
> 3x+y-4=0 (eq) 


Alem disso, os vetores MB e BC são paralelos, onde M é o ponto médio do 
segmento AD. 


В” Вб э (255-59) * 09, k(3, 1) - (2-5, - 227) = (кк) 


2 2 2 
x+1 
2.58 0.4. | 
E 2 э 2-51 scq) эзу-х =12 (eq 1) 
|з - ZE =+ 2 \ 2 
2 


Das equações | e 11, temos: 


(3x +y-4=0 ыш +; eo 
daos x = 12 > x=0 y=4 . |D= (0,4) 
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Exemplo 1.5.6 Mostre que as 3 medianas de um triángulo qualquer se interceptam 


em um ünico ponto (o baricentro) e que este ponto divide cada uma das medianas 
em 2 segmentos na razáo 1:2 


Solugáo: 


O fato de que 2 medianas se cruzam em um ponto é trivial. Seja G esse ponto 
Mostremos que a 32 mediana passa também por G. Sejam M, N, O os pontos médios 
dos lados BC, AC e AB, respectivamente. 

` А 


Figura | 
Para mostrar que a 3* mediana passa por G, basta mostrar que os vetores CG e GO 
sáo paralelos. 


Escrevamos esses dois vetores em termo dos vetores linearmente independentes 
ú e v escolhidos: 


(NA = CN =й BN = BC + СМ = 0 – 27 
4 Gt => нш 
M=v 


IME = CM = 

Além disso: 
BG = m. GN ES 
A MN 
BG + GN = BN m+1 m+1 
GM =n.AG — Dies Tag 
— — — > G-2-——.ü + —--Y 
AG + GM = AM n+1 n+1 


Da regra do poligono no triangulo AGN: 
AG + GN = AN 
2052 d.t us ДА 2) 2 А 
—+й + V + .ü . 
n+1 n+1 гп +1 m+1 


Como ú e v são linearmente independentes, pela definição 1.2.4 temos: 
2 1 1 2 


+1 = — ~ 
n+1 m+1 п+1 т +1 
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De onde segue: 


Temos ainda que: 


(AGMC): EE = v SM = v- ao " Gm) 


n+1 n.:1 
— -— 20-29) ү 
(aaco): бб = -ÓA - AG = -Æ HAN S 2 4. Ag 
| n-«1 n-1 / 
Logo: 
[ce - $a " 25 
| : > 1-25 
|85 = 1.0 + —.® 
3 3 


Este último resultado mostra que os vetores CG e GO são paralelos e dividem o 
segmento em duas partes na razão 1 : 2. Como a escolha da mediana a ser tomada 
como 3? mediana foi arbitrária, a razáo em que G divide cada uma das 3 medianas 
é a mesma. о 


Exemplo 1.5.c (baseada em questáo do IME — 2004) Considere o triángulo ABC 
da figura. Marca-se o ponto P sobre o lado AC e Q sobre o lado BC tais que: 


As cevianas AQ e BP encontram-se em T, conforme ilustrado na figura. Determine 
as relações BT/TP e TQ/AT em função de qer: 
A 


в Q e 
Figura 1.5.1 
Solução: 


Vamos tentar atacar o problema utilizando uma metodologia semelhante à usada no 
exemplo anterior. Escolhemos dois vetores linearmente independentes interessantes 
para iniciar o problema. 
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с 


B Q 


Figura 1 


«i 


Escrevamos os demais vetores interessantes à questáo em funcáo dos escolhidos 
беу. 


PA PA. [a _ [08] _ 
[EP] aj. р PA = ай е ОКШ O ОВ =rv 
PA = Күй ОВ = kV 


Sabe-se que: 
[BT + TP = BP 
|BT - m. TP, т 
[АТ АА nar MENS (-5).5 " (E) 
[TÁ = n.AT, пев ) 


Além disso: 


9+1 1 а, r+1 
n+1 m+1 n+1 mati 
Nos interessa determinar m e n. Re-arrumando o sistema: 
dal ЧУ... 

m «1 n+1 1 

EA Bad > aa iret(qe)) = «trs Na 

— = (7+1): — -q 

n+1 n+1 


(r+1)(q+1-1 rq+r+q 


> n+1= = 


(г +1)а (г + 1)q 
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De onde segue: 


NL TN: 
АТ (г + 1)а 
Calculando m: 
1 + 1 1 
a -q= qu -q= 
m +1 n+1 r 
TG + 1 
(г + 1)а 
E E URAN кече 98). q 
r + (г + 1)q | r + (r + q 


BT г(а + 1) 
ms == —— 
ТР q 


Já me falaram de alguns teoremas geométricos 
envolvendo cevianas de um triángulo. Мао seria 
melhor, neste caso, utilizar estes teoremas? 


OBS.:CertamenteonossocolegaestásereferindoaosTeoremasimportantissimos 
de Menelaus e Ceva. O aluno que está se preparando emnível IME-ITA 
certamente se esbarrará com esses teoremas ao estudarGeometria Plana. De 
fato, o Teorema de Menelaus seria uma saídaexcelente no caso do exemplo 
acima. No entanto, é importante que fique nacabeça a metodologia empregada 
na resolução dos últimos 2 exemplos poisserá muito útil em outros exercicios 
semelhantes. 

Se você nunca ouviu falar dos Teoremas de Menelaus e de Ceva, não se 
preocupe. Esses teoremas serão tema de dicussão nos exercícios de fixação! 


Baricentro 


Dado um polígono A,. A,, A, ..., À, o seu baricentro é definido como o ponto com 
coordenadas iguais à media aritmética das coordenadas dos vértices do polígono. 


_ Ау + Аз +... + An 
п 


G 


Definicáo 1.5.1 
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No caso do poligono regular, o baricentro coincide com o centro da circunferência 
circunscrita ao poligono. Geralmente, no caso do poligono regular, o baricentro é 
denominado apenas como centro do polígono. 


Figura 1.5.2 


Vale a pena destacar o seguinte resultado: 
_ Ат + A2 +... + An 


А soma dos vetores que ligam os vértices de um polígono regular ao seu 
baricentro (centro) é o vetor nulo. 


GA, + СА, +... + GA, = б 


Resultado 1.5.2 


Baricentro do Triángulo Qualquer 


As medianas relativas aos 3 vértices de um triángulo qualquer se cruzam em um 
único ponto coincidente com o baricentro deste triángulo. 


Resultado 1.5.3 


Demonstragáo: A concorréncia das 3 medianas de um triángulo em um único ponto 
foi demonstrada no exemplo 1.5.b Seja G este ponto de concorréncia. 


Sendo O é ponto médio de AB, temos do resultado do mesmo exemplo: 
CG = 260 >» G-C=2(0-G) > 36=20+C 

A+B A+B+C 

3 


> 36 = 2[ jec 2 в- 


Pela definição 1.5.1, G é o próprio baricentro do triángulo. 
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M 
Figura 1.5.3 


OBS.: Há quem defina baricentro apenas para triangulos como sendo diretamente 
o ponto de encontro de suas 3 medianas. Aqui preferimos definir baricentro de 
forma geral, e mostrar que o encontro das medianas coincide com o baricentro 
no caso do triángulo. 


De qualquer forma, nos será muito útil lembrar que, sendo G o encontro das 
medianas do triánguio A, B, C, teremos a seguinte expressáo: 
_А+В+С 

3 


G 


Exemplo 1.5.d (IME — 2000) Sejam г, s e t trés retas paralelas náo coplanares no 
espaço. São marcados sobre г dois pontos А e A, sobre s os pontos B e B' e sobre 


tos pontos C e C' de modo que АА’ = а, BB' = b e CC' = c tenham o mesmo 
sentido. 


a) Mostre que se G e G' são os baricentros dos triangulos ABC e AB'C', 
respectivamente, entáo o segmento GG' é paralelo às 3 retas. 

b) Determine o comprimento do segmento GG' em função de a. b, c. 

Solucáo: 

Sendo ü o vetor unitário que dá a direção das 3 retas, podemos escrever 

AR =au = A=A + au (ea.!) 

BB'=b.u > В = В + b-u (еа. 1) 

CC -c.ü = С'= С + су (ед. Ш) 


Somando as З equações, e dividindo por 3 nos dois lados da equação resultante, 
teremos: 


A *B*«C A+B+C a+b+c, 


3 3 3 


Ou ainda, usando o resultado 1.5.3 
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c's e+ 215120 = S.L 


Ou seja, o segmento que une G e G' tem a mesma direção e sentido das 3 retas, 
e o comprimento do segmento е: 


TIA 
3 


OBS.: Esse é o típico exemplo de questões trabalhosas que são imensamente 
simplificadas com noções simples de vetores. Lembre-se que não é todo mundo | 
que lembra de usar essa 'simples' saída para esse tipo de problema. 


Incentro 


É possível provar (ver Apêndice!) que as bissetrizes relativas aos 3 vértices de | 

um triângulo se cruzam em um único ponto, chamado Incentro. A expressão das | 

coordenadas do incentro |, de um triângulo de vértices A, B, C e lados opostos | 

a, b, c, respectivamente, é dada por: À 

аА +bB+c-C | 
a+b+c 


Resultado 1.5.4 


Demonstração: 


A concorrência das 3 bissetrizes de um triângulo em um único ponto, chamado 
Incentro, é demonstrada no Apêndice deste livro. Para a demonstração do resultado 
acima, usaremos também o Teorema da Bissetriz Interna. 


Este teorema está também devidamente demonstrado na seção do Apêndice deste 
livro. Considere o triângulo abaixo, sem perda de generalização, e os segmentos: 


i ceca A 
—————— а 


Figura 1.5.4 


Sabemos que: 2 an du 
АС a-m 
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Do Teorema das Bissetrizes internas, temos: 


m. mic s "mou С (eq. 1) 
Lago: a-m b b+c E 
E, também: 
SA a m A'- B = (5) (0 - ^) 
A'C b b 
cC+b.B 


Arrumando, chega-se a: A” (eq. 11) 
b+c 


Onde A é a interseção da bissetriz relativa ao vértice A com o lado oposto b. 


Note que | é a interseção da bissetriz relativa ao vértice B com o lado AA! do triângulo 
ЛААВ. Logo, podemos escrever o mesmo resultado para este triângulo: 
MA + CA 


l= > (eq. 111) 


Substituindo a equação II na equação III, lembrando que m pode ser escrito em 
função de a, b, c (equação |), tem-se: 


fc.C + b. B a.c cC + b. B? 
mA + cl А + с 
| (| b«c b+c b+c , аА+ыЫВ-сС 
m+c азс. а Б a+b.» с 


Exincentro ои Excentro 


Dado o mesmo triángulo proposto no resultado anterior, é possivel provar (veja 
Apéndice) que a bissetriz interna de um de seus ángulos internos (А, por exemplo) 
eas bissetrizes externas dos outros dois ángulos (8 e ©) se cruzam ет um único 
ponto chamado Exincentro Referente ao Lado Oposto a Á (ВС) .As coordenadas 
desse ponto sáo também expressas de maneira parecida à do Resultado 1.5.4: 
-а:А + b.B + c.C 
E; = — ——— 
-a+b+c 
Resultado 1.5.5 


Demonstração: 


A demonstração do resultado acima é pedida como exercicio de fixação (exercicio 
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Ortocentro 


É possivel provar (ver Apéndice!) que as alturas relativas aos 3 vértices de um 
triángulo se cruzam em um único ponto, chamado Ortocentro. A expressáo 
das coordenadas do ortocentro Н, de um triângulo de vértices A, B e C (não 
retángulo) é dada por 
. А-да + B-tgf + C-tgy 

tga + tgp + tgy 


H 


Onde a, В, y sáo os ángulos internos respectivamente correspondentes aos 
vértices A, B e С do triángulo. 


Resultado 1.5.6 


Demonstragáo: 


Consideremos o triângulo não retângulo abaixo sem perda de generalização. 
Verificaremos que a afirmação acima continuará valendo para triângulos obtusos. 


Figura 1.5.5 


Da trigonometria nos seguintes triângulos retângulos contidos na figura acima: 
ABC'C: | CC'-BC' tgp 
AAC'C: | CC'-C'A.tga 


Logo: BC' [ж |. 
tgB 
Com isso, temos: C'- В = (A - C) [192] . q. 4190 + 8-96 
(єв) tga + tgp 
Analogamente: B’ = A- tga + Сбт д. _ B'tgB + Ctgy 
tgu + tgy taf + 19у 


Sendo т e n constantes reais, podemos escrever: 
ЈАС = т:АВ 
[AB = п.АС 


CapiruLo 1 — VETORES 51 


Arrumando a primeira equacao: 


С'-А=тВ-тА > q = À - mB-mA 
ex muB oa Bio a БА AE sodio > 
(tga +193) (tga + (9р) 
” (ns) . a (m- 2) 
(tga + tgp) (tga + tgp) 
tgß 


E (tga + tg(3) 


tgy 


Analogamente: =— E — 
tga + tgy 


Definindo os vetores "DE independentes AB-veAC- ü, temos. então: 


а EM 
tga + tgf 


tgy E ü 
(= + {97у 


Sendo р e q constantes геаіѕ, podemos escrever: 
[CH = pē 


8 


Da regra do poligono no triángulo ВСН: BH - СН = ВС = ü- V 
Logo: 

= q BB' - pC = 0 -9 

> q(n-ü - Y) - р(т:ў-0) = 0 - У 


>(qn+p-9)u+(1-mp-q)-v=0 


Como os vetores são linearmente independentes (vemos que eles são não 
paralelos), deveremos ter: 


qn+p-1=0 
1-mp-q=0 
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Resolvendo o sistema acima para q e p: 


ASS] 
uocem. tgu + tgy = tga + tgp 
Ma (8) tgu + tgp + tgy 
tgo + tgp tgo + tgy 
(st) 
1-m tga + tgp tga + tgy 
q = = — AA a Y 
1- m-n 1- (al tgy | tga + tgB + {ду 
tgau + (08) (tga + {ду 


Com isso, temos: 


H-C- JI - С) 
tgu + 108 + tgy 


Substituindo o valor de С' = ¡Aries t BOB, demonstramos o que nos pedido: 
tga + tgp 


is с: _ gu + tap ) Л | 190.196 | ss + B-tgp 
tgu + tgB + tgy tgau + tgp + іду (taath) 
= A-tgu + B-tgB + C-tgy 
tga + tgB + tgy 


OBS.: Verifique que a expressáo continua válida para triángulos obtusos! Neste ' 
caso, uma das tangentes da expressão teria sinal negativo. Para triángulos ! 
retángulos, encontrar o ortocentro é uma tarefa trivial, uma vez que os catetos do 


triángulo sáo alturas, e com isso, o vértice do ángulo reto é o próprio ortocentro! | 


Olha só! Até que essas 
fórmulas das coordenadas 
dos centros do triángulo 
sáo todas bem parecidas! 
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OBS.: Essas fórmulas, de fato, tém algo em comum. Todas representam médias 
ponderadas das coordenadas dos vértices do triángulo. 
No caso do baricentro, é uma média simples (média ponderada com pesos 
iguais a 1) 
A+B+C 
3 


O incentro é uma média ponderada com os comprimentos dos lados opostos 
aos respectivos vértices: 


G = 


аА + bB+c-C 
a+b+c 


O ortocentro é uma média ponderada com as tangentes dos ángulos internos 
dos respectivos vértices: 


H= А {до - B-tgf + C-tgy 
tga + tgB + tgy 


Embora ainda náo demonstrada (será pedida como exercicio de fixacáo mais 
adiante), a expressáo do circuncentro é uma média ponderada com os senos 
dos dobros dos ángulos internos dos respectivos vértices: 


A-sen(2a) + B-sen(2B) + C-sen(2y) 
^ . sen(2a) + sen(2p) + sen(2y) 


1.6. Produto Misto 
Vistos os produtos escalar e vetorial, ainda existe um 3? tipo de produto envolvendo 
vetores que convém se estudar: o produto misto (também conhecido como produto 
triplo). 
Definimos como produto misto entre os vetores: U, V e w 
ü (9 х w) 


Definicào 1.6.1 


Notagáo do produto misto: [ü, v, w] = u-(vxw) 
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Equagáo Matricial do Produto Misto 


Sejam 0 = (xy. Yu Zu). Ў = (х, Yy, Zy) e = (х, Yw Zu) 
Xu Yu Zu 
(6, у, w] = |х у, 2, 


Xw Yw Zw 


Resultado 1.6.1 — Equação Matricial do Produto Misto 


Demonstração: 


Escrevamos os vetores como combinação linear dos vetores da base canónica do R?. 


U=xi+yj)+ zk 9 = х1 + у] + = xy: + yw] + OK 


Calculando 


v Уу AT (Yu: Zw = Zy Yw Zu Xy 7 Xy Zw X yw — yv: Ху) 
Xw Yw Zw 
Logo: 

ü-(Vx W) = (Xy Yu Zu) (Ye Zw. = Zi Yws Zv Xy = Xy Zw. Xy" Yw 7 YvXw) 
= XyYvZw 7 Xu Zu Yw + Уш 20у: Ху 7 YyXyZw + ZXyw 7 ZysyYyXy 
Xy Yu Zy 
=)Xy у, AX a 
Xw Yw Zw 

Propriedades Importantes: 
1. Permutar a ordem de 2 vetores no produto altera o sinal do resultado 


Resultado 1.6.2 


Basta lembrar a propriedade de determinantes (trocando 2 linhas na matriz, 
altera o sinal do determinante). 


2. Produto Misto com 2 dos 3 vetores sendo paralelos 
Se Ш/у ои ul/w ou v//w = [ú, v, w] = 0 
Resultado 1.6.3 


Basta lembrar a propriedade de determinantes (se uma linha for mültipla da 
outra, o determinante é nulo). 
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Visao Geométrica do Produto Misto: Volume 


Sejam os vetores U,V e W. O módulo do produto misto entre esses 3 vetores 
dá o valor do volume do paralelepípedo formado pelos mesmos 3 vetores (ver 
figura 1.6.1) 


Resultado 1.6.4 


Figura 1.6.1 


Demonstragáo: 


" 


[à Y, м] = [i (x w)| = |У): cose 


= [(Uxw)-[ú]-cos0|] = Area da base x altura = Volume c 
OBS.: O módulo é utlizado, pois dependendo da ordem dos vetores no produto 


misto, a orientação do produto vetorial na figura se inverte e o resultado acaba 
sendo negativo. 


Um outro resultado interessante segue como consequência direta do resultado 
anterior. Geometricamente é facil perceber (figura 1.6.2) que o paralelepipedo 
formado pelos 3 vetores contém 6 tetraedros iguais com arestas laterais dadas 
pelos mesmos 3 vetores. 


Sejam os vetores U,Y e w. O volume do tetraedro formado com arestas laterais 
dadas pelos 3 vetores é dado por: 


Tusa m 
Малево = gli. у, w] 


Resultado 1.6.5 
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Figura 1.6.2 


Além de tornar incrivelmente simples o cálculo do volume dessas figuras geométri- 
cas no espaco, conhecendo apenas seus vértices, os resultados anteriores geram 
também outras conclusões intrigantes. 


Coplanaridade 


Dizemos que 3 vetores sáo coplanares se os segmentos orientados por esses 
vetores pertencem a um mesmo plano no espaço. Sejam os vetores U,v e W 
nào-nulos: 


[uv w]2 0 = ü V, W são coplanares 
Resultado 1.6.6 


Demonstração: 


Do Resultado 1.6.4, o módulo produto misto entre os 3 vetores nos dá o volume 
do paralelepipedo formado por eles. Se o produto misto é nulo, não há volume (2 
vetores são paralelos e, portanto, os 3 vetores são coplanares; ou os 3 são náo- 
paralelos mas coplanares). A volta é válida pela razão recíproca (se os 3 vetores 
são coplanares, então o volume formado pelos 3 é zero). 


1.7. Exercicios de Fixação 


Exercício 1.1 Considere os vetores à, b, € de módulos unitários. Se a soma vetorial 
destes mesmos vetores é nula, calcule a soma: a-C + á-b + b-C. 


Exercicio 1.2 (EN-1985) Os vetores à e b são perpendiculares e © forma ае b com 


ángulos iguais a 11/3 radianos. Se а e € são unitários, lel =2е, ђ = 3а –- Ь + С, 


calcule o módulo do vetor р. 


Exercício 1.3 Demonstre que as diagonais de um paralelogramo se cruzam em 
seus pontos médios. 
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Exercício 1.4 Mostre que se M e М são os pontos médios dos lados AC e AB de 
um triángulo ABC, entáo MN é paralelo a BC, e MN - BC/2. 


Exercicio 1.5 Considere que o quadrado ABCD. Sobre o lado CD 
constrói-se o triángulo equilátero CDE, com E localizado dentro do quadrado. 
Constrói-se ainda o triangulo equilátero BCF, com F localizado fora do quadrado. 
Mostre que A, E e F sáo colineares. 


Exercício 1.6 Mostre que as 3 alturas de um triangulo qualquer se encontram em 
um ünico ponto (o ortocentro). 


Exercício 1.7 м Considere um triángulo ABC com A = (1,1), B = (3,6) e 
C = (6,2). Os pontos M e N pertencem, respectivamente aos lados AB e BC. SeP 
e Q pertencem a AC, determine o ponto Q sabendo que MNPQ é um quadrado. 


Exercício 1.8 (EN) Se [ü| 2 3 e |V| = 3, calcule o valor máximo de |ü + v]. 


Exercicio 1.9 (IME — 1987) Sobre os catetos AB e AC de um triángulo retángulo 
ABC constroem-se dois quadrados ABDE e ACFG. Mostre que os segmentos CD, 
BF е а altura AH sáo concorrentes em um ponto. 


Exercício 1.10 (ITA -1995) Trés pontos de coordenadas, respectivamente, (0, 0), 
(b, 2b) e (5b, 0), com b > O, sáo vértices de um retángulo. Dé as coordenadas do 
quarto vértice em função de b. 


Exercício 1.11 Mostre se a-X + b. Y + c-Z = 0 para valores a, b, ctais que não 
sejam todos nulos ao mesmo tempo, e a+ b + c = 0, então X, Y, Z são colineares. 


Exercicio 1.12 Mostre que 2 vetores náo-paralelos no R? sempre formam uma 
base vetorial do R?. 


Exercício 1.13 Mostre que 3 vetores nào coplanares no R? sempre formam uma 
base vetorial do R?. 


Exercício 1.14 y Utilizando a Identidade de Lagrange (Exemplo 1.4.d), demonstre 
a Identidade de Jacobi 


ax(bxc) + бх(сха) + Ex(áxb) =0 
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Exercício 1.15 $ Considere a decomposição de um vetor u nas direções paralela 
e perpendicular a um outro vetor v, de modo que: 


0 = projyú + Uy 
denota а componente perpendicular, 


a) Mostre que: Ux V = 0, x V 


b) Mostre que: Vi, x W,, = (V + w 
c) Mostre que: (V + W) х0 = (Viy x Wu) х0 
d) Mostre, geometricamente, que: (9, хм) хое Уу хо мухо 


Utilize os resultados acima para concluir que, para о produto vetorial, vale a 
propriedade distributiva (Resultado 1.4.3) 


Exercício 1.16 Os pontos А', B', C' dividem os lados BC, CA e AB em um triángulo, 
na razão т: n diferente de 1. Mostre que AA + BB' * CC'= 0 


Exercício 1.17 (IME —2003) Sobre uma reta г são marcados os pontos A, B, C e 
D. São construidos os triángulos equilateros ABE, BCF e СОС, de forma que os 
pontos E e G se encontram do mesmo lado da reta r, enquanto que o ponto F se 
encontra do lado oposto, conforme mostra a figura. Calcule a área do triángulo 
formado pelos baricentros de ABE, BCF e CDG em fungáo dos comprimentos dos 
segmentos AB, BC e CD. 


Exercício 1.18 ^ Considere o triángulo A, B, C não retângulo. Sejam P, Q, R os 
pontos médios de A, B e C, respectivamente. 


a) Verifique que o circuncentro do triángulo ABC coincide com o ortocentro do 
triangulo PQR. 


b) Use o item (a), bem como os resultados 1.5.3 e 1.5.6 para mostrar que, sendo 
H, G e N o ortocentro, baricentro e circuncentro do triángulo ABC, respesctiva- 


mente, então: HG = 2. GN. 
c) Conclua do item (b) que H, G e N sáo colineares. 


A reta H, G e N demonstrada neste exercício é conhecida como Reta de Euler. 


Exercício 1.19 м Mostre que as coordenadas do circuncentro C de um triángulo 
А. B e С (não-retângulo) podem ser escritas como: 


_ Asen(2a) + B-sen(2B) + C-sen(2y) 
Е sen(2u) + sen(2f) + sen(2y) 


Sugestão: Use o resultado da questão anterior. 
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Exercício 1.20 м Considere um triângulo de lados a, b, c, e vértices opostos com 
angulos internos correspondentes a A, B, C, respectivamente. Sendo: 
a b TZ 


r- = = 
cosC 


=—z, S=—z, 
COSA cosB 


Demonstre que as coordenadas do ortocentro H deste triángulo é dada por: 


_rA+sB+tC 
r+s+t 


H 


Exercício 1.21 y (Teorema de Pappus) Uma reta que passa pelos pontos A,, A, 
e A, intersecta outra reta que passa por B,, B, e B, em um ponto O. Considere que 
А,В, е A,B, têm interseção em P; A,B, e A,B, têm interseção em P, e A,B, e A,B, 
têm interseção em P,. Mostre que P,, P, e P, são colineares. 


Exercício 1.22 y Demonstre a expressáo das coordenadas do Exincentro enunciada 
no Resultado 1.5.5 

M -aA + bB+c-C 

Б. ——————— 

Е -a+b+c 
Exercício 1.23 £ É dado o triângulo ABC e seja P um ponto sobre o lado BC. Mostre, 
usando vetores, a relação conhecida como Relação de Stewart para Cevianas: 
A O 
BP.BC  CP.CB PB-PC 


Exercício 1.24 Sejam os vetores ü, V e w nào-nulos. Mostre que: 


[0, у, w] = 0 <= ü, V, w são linearmente dependentes 


Exercicio 1.25 + (Balkan Math Olympiad) Seja O o centro do circulo que passa 
pelos pontos A, B e C. Seja D o ponto médio de AB e E o baricentro do triangulo 
ACD. Prove que CD é perpendicular a OE se, e somente se, AB = AC. 


Exercício 1.26 % (Teorema de Menelaus) Considere um triángulo ABC e uma linha 
transversal que corta BC, AC e AB nos pontos D, E e F, respectivamente (com D, 
E, F distintos de A, B e C). Mostre que 


OBS.: A "volta" também é valida. Se D, E, F sáo pontos escolhidos sobre BC, | 


АЕ\(ВО\(СЕ} 1 
AC e AB, respectivamente, tais que: ЕЕ =1,entáo D, E e F são 
colineares. DC)LEA ) 
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Exercício 1.27 € (Teorema de Ceva) Considere um triángulo ABC e as cevianas 
AO, BO e CO, tracadas de cada vértice ao ponto comum O, no interior do triángulo, 
de modo a encontrar os lados opostos em D, E e F, respectivamente. Mostre que: 


EJIEJIEJE 


| FB || DC || EA 


OBS.: A “volta” também é valida. Se D, E, F são pontos escolhidos sobre os 
(AF) (BD) (СЕ CE) lis 1, entao as 
{ЕВ /ОС/(ЕАЈ 


cevianas AD, ВЕ, е CF sáo сопсоггепіеѕ ет ит ponto. 


lados BC, AC e AB, respectivamente, tais que: 


Exercício 1.28 ? Verifique que a área do triángulo do Exemplo 1.4.a pode também 
ser obtida da seguinte forma. 


1 
S = = |д| 
2 
Onde a ё obtido usando o algoritmo: 
Linhas ч Linhas 
principais ` " secundárias 
1 ' а, |. 
pipi. 
C4, C2 
a, а, 


1. Escrever as coordenadas em uma matriz do tipo 4 x 2, repetindo o primeiro 
vértice na última linha. 

2. Multiplicar os elementos em diagonal, como indicado na figura ao lado, 
contabilizando os produtos das linhas primárias como positivos e os da linha 
secundária como negativos 


A = ayb, + bC} + Cya — (85b, + b: C, + са) 


Em seguida, mostre que o algoritmo pode ser estendido para qualquer poligono 
simples (náo há cruzamentos entre os lados) de n lados no plano (R?), montando 
о determinante com п + 1 linhas e duas colunas, repetindo sempre na ultima linha 
o primeiro vértice. 


OBS.: É importante observar que a ordem dos vértices importa; primeiro deve- 


se plotar os pontos no plano pra ver em que ordem eles aparecem (o sentido 
pode ser tanto horário quanto anti-horário, mas a ordem é indispensável). 
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2 Estubo-DA-GEOMETRIA-NO-PLANO-E-NO-ESPAÇO 


2.1. Equação da Reta no Plano 


Embora a palavra reta dispense definições para o leitor a esta “altura do campeonato”, 
vamos defini-la a seguir: 


Dados dois pontos A e B no plano, o conjunto de todos os pontos P no plano 


tais que AB seja paralelo a AP é definido como reta suporte do segmento АВ. 
Denotaremos esta reta, a partir de agora, por reta(A,B). 


Definição 2.1.1 


Figura 2.1.1 


Sendo P um ponto (x, y), ele pertencerá à reta suporte do segmento AB (onde 
А = (Xa Ya) е B = (Xp: у,)) quando: 


AP=t:(AB).teR 


Desenvolvendo: 
Р- А = (В – А) = (x y)-(xa. Ya) = (Xp. Yo) — (Xa. Ya)) 
X = ха = (ж-а) 


= (x-Xa Y-Ya) = (хь - ха, Уь = Уа) > | 
(x= xa a) =$ E : Y - Ya = t(Yo - Ya) 


; Forma Paramétrica da Equacáo da Reta: 


Dadas as coordenadas dos pontos A = (x, у,) e B = (х, Yp), a equação da reta 
suporte de AB pode ser escrita como: 


Xa + (X, 7X) 


Ya + t(Ya = Ye) 


[x 
by 


A variável t é um parámetro que, ao variar nos Reais, faz com que (х,у) 
representem todos os pontos desta reta. 


tek 


Definigáo 2.1.2 
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Note que poderiamos ter escolhido qualquer ponto da reta como sendo A. Além disso, 
os coeficientes que acompanham o parámetro t nas equações paramétricas são as 
coordenadas de um vetor paralelo à reta. De modo que as equações paramétricas 
podem ser. 


Dado um ponto A e um vetor U= (x. Yu) paralelo à reta, a equação da mesma 
pode ser escrita como: 

E 

M 


O vetor Ū é chamado de Vetor Diretor da reta. Como existem infinitos vetores 
paralelos a ú, existem infinitos vetores diretores para toda reta. 


1 


Xa + tx 


QteR 
Ya + t Y, 


Definição 2.1.3 


Além da forma paramétrica já citada, a equação da reta pode ser escrita de diversas 
outras formas. Tais formas representam apenas maneiras diferentes de escrever 
algebricamente a mesma equagáo da reta. 


Por exemplo, isolando o parámetro t na equação paramétrica da reta, chegamos a: 


X — Xa & Y - Ja 
Xp — Xa Yo — Ya 


Arrumando de modo conveniente, a “equação da reta” possui o seguinte aspecto: 


Onde т e h são constantes que dependem somente das coordenadas de Ае В. 


Forma Reduzida da Equação da Reta 


Dada uma reta no plano, sua equação pode ser escrita algebricamente na forma: 


y=m-x+h 


Denomina-se a constante m de Coeficiente Angular da reta, e a constante h 
de Coeficiente Linear da reta. 


Definição 2.1.4 
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Representando a reta geometricamente no plano cartesiano, estas constantes m e 
h possuem interessante importáncia: 


Figura 2.1.2 


Fazendo y = 0 na equação reduzida da reta temos que h é a distância do ponto de 
cruzamento da reta com o eixo Ox até a origem. Se fizermos x = 0 temos a distáncia 
do ponto de interseção da reta com o eixo Oy até a origem. 


tgo = Y27Y1 „ MX - mox REA les 
X2 — X X2 — Xi x 1) 


Observe, portanto, que o coeficiente angular m representa a tangente do ângulo 
que a reta faz com a orientação positiva do eixo horizontal Ox. Em outras palavras, 
m é a inclinação da reta. 


O coeficiente angular h representa o valor da ordenada y do ponto pertencente à 
reta, quando ela cruza o eixo x = 0. Em outras palavras, h é o ponto de cruzamento 
da reta com o eixo das ordenadas. 


y 
h>0 
m>0 
y 
h>0 h<o 
m<o m<0 
х х 
\ 
Figura 2.1.3 


OBS.: As retas paralelas ao eixo y nào possuem coeficiente angular, pois pela 
definição que usamos até o momento, sendo A = (x, y,) e B = (х,, y, ) pontos da 
reta: 


\ 


т = À. Уа 


lxs- Xa? 
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Se a reta é perpendicular ao eixo Ox (paralela ao eixo Oy), X, 7 X,. e, portanto, 
o valor de m nào està definido. 


Uma outra maneira de pensar é observar que o coeficiente angular é igual à 
tangente do ángulo que a reta faz com a orientacáo positiva do eixo horizontal. 
Se a reta é vertical, entáo m = tg(90?), que náo é definido. 


Forma Geral da Equação da Reta: 


Dada uma reta no plano, sua equagáo pode ser escrita algebricamente na forma: 
ax+by+c=0 
Onde a, b, c são constantes. 
Definigáo 2.1.5 
A Forma Geral da equação da reta é interessante pois as constantes a e b que 
acompanham x e y, respectivamente, representam um vetor (a,b) normal (ou 
perpendicular) á reta. Note que: 
(a,b) Lreta(P,, Pj) <= (a b)L(x-x. y-y1) 
< (a b)(x-X. у-у)=0 => а(х-х,) + b(y-y,) = 0 
© ах + by + (-ax, - by,)=0 
c 


Sax+by.+c=0 


Forma Segmentária: 


Dada uma reta no plano, náo paralela aos eixos ordenadas e, que náo passe 
pela origem, sua equagáo pode ser escrita algebricamente na forma: 


Onde p e q sáo constantes. 


Definigao 2.1.6 


Sendo escrita desta forma, os valores dos denominadores que acompanham x e y 
sáo os pontos de intersegáo da reta com os eixos Ox e Oy, respectivamente. 
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Exemplo 2.1.a Dados os pontos A= (1,5) e В = (2,-3). Determine a equação da reta 
suporte do segmento AB nas formas Geral, Reduzida, Paramétrica e Segmentária. 
Determine ainda o coeficiente angular e o coeficiente linear da reta, bem como um 
vetor normal á mesma e um de seus vetores diretores. 


Solugáo: 


A tarefa de achar a equação da reta pode ser feita de diversas maneiras. Optemos 
por usar o Resultado 1.4.7 Sendo Р = (х,у) um ponto qualquer desta reta, devemos 
ter que A, B e P sáo colineares. Para isto, basta: 


Xa Ya 1 1 5 1 
хь Yp U=|2 -3 1|=0 
x y 1 x y 1 


Desenvolvendo: -3+ 5х + 2y + Зх -y – 10 = 0 

Temos portanto a equagáo da reta na forma Geral: 
8x+y-13=0 
(Forma Geral) 


Arrumando temos a equação nas formas reduzida e segmentária: 


pac 
13 “13 
8 


(Forma Segmentária) | 


y=-8x+13 


(Forma Reduzida) 


Das discussões anteriores, temos que o coeficiente angular da reta é m =-Be o 
coeficiente linear é h = 13. O vetor (8, 1) é um vetor normal à reta. Qualquer vetor 
paralelo a ele também o será. 


Fazendo x = t, escrevemos a reta na forma paramétrica: 


[x=t ¿teR 
ly =13-8t 


(Forma Paramétrica) | 


O vetor (1, —8) é um vetor diretor à reta (Lembrando, da observação do resultado 
1.3.5, que para determinarmos um vetor perpendicular a (8,1) bastariamos 
invertermos as posições das coordenadas e alterarmos o sinal de uma delas). 
Qualquer vetor paralelo a ele também o será. 
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Exemplo 2.1.b Considere a reta dada por ax + Б-у + c = O. Talreta divide o plano 
do R? em dois semiplanos. Sejam A = (x, y,) e В = (x,. y,) dois pontos distintos nào 
pertencentes a reta. Mostre que: 

axa + by, + C 


a Xp + Бу) + C 


Se > 0, então A e B estão no mesmo semiplano. 


axa + by, +C 
ax, + Бу) + C 


Se < 0, então Ae B estão em semiplanos opostos. 


Solução: 


Considere P pertencente à reta dada, colinear a A e B. Note que se PÁ e PB 
tiverem o mesmo sentido, então A e B estarão no mesmo semiplano. Caso 
contrário, estarão em semiplanos opostos. 


Da colinearidade: 


РА =k PE > A-P=kB- КР 
> P(k-1=kB-A > P= tec hohes 
k-1 k-1 


Como P pertence à reta: 


e (Pee " (9%) рс б 
k-1 k-1 


> k(8x,*byg +c) ~ (ax, +by, + c) = 0 
= к 2X + by + с 
а: хь + byp + с 
ax, + b +C 
Se EM ys tO >0, teremos К > 0, e com isso, A e B estão no mesmo 
ax, + b yg +0 
semiplano. 
axa + b + E 
Se Ella a O < 0, teremos k < 0, e com isso, A e B estão em semiplanos 
ахь + byp +0 
opostos. 


Distância entre dois Pontos no Plano 


Dados dois pontos A = (x, y,) e B = (x, y,) по R?, a distância entre eles é dada por: 


d(AB) = (хь — xa)? + (Y = Ya) 
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Demonstração: 


A distância entre A e B é justamente o valor do módulo do vetor AB 
ZE! f 2 2 
[AB] = В - АЈ = (хь -Xa» у-у.) = (Xa — хь)” + (Ya — Yo). o 


Distância de um Ponto a uma Reta 


Sejam dados um ponto P = (x,, y,) e uma reta r em sua forma geral, | 


ax + by + с = 0, com constantes a, b, e c conhecidas. A distância do ponto 
P a reta r é dada por: 


[а-х + b-yo + с] 
Ма? + b? 


Resultado 2.1.2 


d(P.r)- 


Demonstragáo: 


Façamos primeiramente o caso da reta nào ser paralela ao eixo Oy (isto é,b nào 


é nulo) 
һу ax + by + с =0 


É da 
2---- D P= (xayo) 


Figura 2.1.5 


Seja A = (x,, y,) um ponto qualquer da reta r. Temos, portanto: 


ах + bya +с= 0 > Ya = ха - 


cio 


A distância de P a A é dada por (Resultado 2.1.1): 


e 27. a 
d = Мх } + (Yo - Y = Xo=%a > + (vo + == + 3 


Nós buscamos o valor minimo desta função, com variável x,. Porém, sabemos que 
quando d for mínimo, d? também será minimo (uma vez que a função y(d) = d^ é 
estritamente crescente para d > 0). Este fato nos permite simplificar as contas, uma 
vez que agora buscamos minimizar a seguinte função: 


2 а.х 
(бы) = dê = (xo = xa)? + [yo + E + 


68 Matemàtica ЕМ Nivel IME/ITA — VoLume Il 


Desenvolvendo f, temos: 


f(x.) = ка (26). € + Уб, са, 1220) [t «(v 3 


A função f trata-se de uma função do segundo grau com concavidade para cima 


O ponto critico dessa função é um ponto de mínimo. O valor minimo será dado 
portanto pelo vértice da fungáo do segundo grau: 


Desenvolvendo: 


2 2 2 2 
а a-c a b с 
purae de a ыш} 
2 
> (dmn) E Á————— MM e 


Desenvolvendo os produtos notáveis e cancelando devidamente, chega-se a: 
2.42 2,2 ‚ с2 
(dan)? _ 2o Yoa b + 2xy ac + a^ x) + b'y5 + 2bcy, + c 
a? +b? 
ахо + b^ys + с? + 2[(axo )(by.) + с(ьу,) + с-(а-х„)] 
a? + p? 


(ax + by, + cy 


a? + b? 
Como desejamos д, 
"-— (E + by, + E) ax + b-y, + с] 
mn = me 


2 4 p? la? + b? 


Fica como exercicio ao leitor verificar que esta expressáo demonstrada também 
vale para retas paralelas ao eixo Oy. 
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| Conhecendo dois pontos A = (x,, y) eB = (x, у,) de uma reta, a distáncia deum 
3? ponto P = (x, y,) a esta reta é dada por: 
lixo —Xa Yo- Yall 


d = Xb — Xa Yo -Ya | 


VE -ха)* + (уь - Ya Y 


Resultado 2.1.3 


Demonstração: Estamos tratando de pontos e retas no plano (ou seja, no R?). Nada 
nos impede de considerarmos o R? como sendo o plano z = O do R?, por exemplo. 
Desta maneira, considere os mesmos pontos tratados по К°: 


А = (x, Ya 0), В = (Xp, Yp 0), Р = (x, Ya 0) 
2 


Figura 2.1.6 


Considere o produto vetorial: AP x AB. Da definicao 1.4.1 


[AP x AB| E [AB] [AP]. sen 
—— 


Xo 7 Xa Yo - Ya | 
Xp-Xa Yo -Yal 


2 2 
(хь - x3) + (Yo - Ya) 
Xo —7Xa Yo” Уа 
Xp – Ха Yo” Уа 
2 2 
(хь =xa) + (Yo - Ya) 


Exemplo 2.1.c Determine а distáncia а entre о ponto Р = (1,1) e a reta suporte do 
segmento AB, onde A = (2,3) e B = (-1,7). 
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Solugáo: Usando o resultado 2.1.3: 


1-2 1-3 
-1-2 7-3 


=2 
ds 2} oia 5 


Ángulo entre Duas Retas 


d = 


Para determinarmos a posição de uma reta relativa a outra no plano, é interessante 
analisarmos o ángulo que elas fazem entre si. 


Considere duas retas г, e г, dadas pelas equações não perpendiculares ao eixo das 
abcissas. Note o triângulo formado entre as duas retas. 


m, = tga, Mm, = tga; 
y 


Figura 2.1.7 
Do triángulo temos que: 82 a; -оџ =  tg0=tg(a,-a,) 
Da trigonometria, conhecemos a tangente de uma subtração de arcos: 


90 = tguz - tga) _ m; - m, 

1+ tga,tga; 1+ m.m; 

Dependendo da orientação das retas, 27:5 pode ser negativo. 
+ mm 


Neste caso, estariamos calculando a tangente de um ángulo obtuso entre as duas 
retas. 


Gagudo i Я, 2л > 1909.) x 9 (Пн) >0 


Para resolvermos o impasse, basta dizermos que, sendo Ө o ángulo agudo entre 
as retas: 


tgo = mo; - m, | 
1+ mmz | 
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Com isso, podemos enunciar que: 
Sejam duas retas r, e r, dadas pelas equacóes: 
ni у= тех + П, 
po y = тх + ћ 


Se nenhuma das duas retas sáo perpendiculares ao еіхо х, temos que o ángulo 
agudo entre elas é dado por: 


| 
\ 


Resultado 2.1.4 


O(r, г) = arctg 


m, - m; | 


1+ гут, | 


Como consequência direta, se г, e r, são paralelas, então o ángulo entre elas é nulo. 


m, = m; 


nin e =0 © m=m, 


1 + тутт, 


Se além de paralelas elas forem coincidentes, suas equações serão idênticas, e 
nesse caso teremos: 


m,=m, e h,=h, 
Se r, e r, sáo perpendiculares, entáo a tangente do ángulo entre elas náo existe. 


nin => 1+mm = 0 > mm, = -1 


Sejam duas retas r, e r, dadas pelas equações: 
hi: y = трух + 
ni у 


mox + ha 


Entáo: 

(1)r, e r, sáo paralelas e náo coincidentes se e somente se m, = m 
h, £ h,. 

(2)r, ет, são retas coincidentes se e somente se m, = m, eh, = h,. 

(3) г, ег, são perpendiculares se e somente se m; m; = -1. 


Resultado 2.1.5 


Exemplo 2.1.d Mostre que sendo r e s duas retas dadas, com vetores normais 
п, e n,, então o ángulo agudo entre elas é dado por: 


MUR 


0 = A) 
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Solugáo: 


A figura abaixo mostra que o ángulo entre as retas Ө e o ángulo entre os vetores 
normais a: podem ser relacionados: 


MESA 


А ЦА ^ fs 


Figura 1 
Do quadrilátero formado entre os vetores normais e as duas retas: 
О(г, r2) + a(ñ no) = 180% = соѕ0 = -cosa 
Note que, se п, fosse orientado no outro sentido, o ángulo entre os vetores normais 


seria expresso por: x — о. Em todo caso, sendo Ө o ángulo agudo entre as retas, 
teremos sempre que: 


cos ((r.r,)) = [cos (o (8,.82))| 


Com isso, do produto escalar entre п, e ñz: 


[A ñ = JAJA] cosa] = cose = ШШ 
таний ДА 


Exemplo 2.1.e Determine a equação da reta mediatriz do segmento definido por 
A=(1,5)e B = (21, 3). 


Solugáo: O coeficiente angular da reta suporte do segmento AB pode ser calculado: 


SA QE Qi 


m 
АВ Xg-XA -2 


A equação da mediatriz, por ser perpendicular a este segmento terá coeficiente 
angular calculado por: 


Mmediatriz Mag =-1 > Mmediatriz = —1 
Como o ponto médio de AB = (A + B)/2 = (0,4) está reta: 
y--x«h > 4=-0+h ~ h=4 
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A equação da reta é, portanto: ly =-x-4 


Exemplo 2.1.f Seja ABCD um retángulo variável de perimetro constante e igual 
a 2, com vértice D em (0,0). Os vértices A e C podem variar sobre os eixos y e x. 
respectivamente, de modo a atender à condição de perimetro constante Prove 
que as perpendiculares a AC que passam por B possuem sempre um ponto fixo. 


Solugáo: Como o perímetro é constante e vale 2, temos: 
2a+2b=2 .. a+b=1 


Os coeficientes angular (m) e linear 


(h) da reta que passa por A e C sáo y Bun 
: a. 
calculados por: A (0.b (a.b) 
| (0 - b) b 
m = = -— 
la - 0] a 
E e — x 
= |o (0.0) C (a.0) 


Figural 
A equação da reta que passa рогАе Се 


y=mx+h => y- (2) x+b 


A reta perpendicular terá coeficiente angular calculado por: 


SA Be 38 
m b 1-а 
а 


Como esta reta deve passar рог В, sua едиасао será do tipo: 


y 2 2 
y=(2 ben = reet Anim 28 
1-а 1-а 


A equagáo da reta е, portanto: 
a ) 1- 2а 
Y =| — |х + 
1-а 1-а 
> (l-a)y=a:x+1-2a => у-ау=а-х + 1- 2а 


= у-ау=ах -а + 1-а > (y-1)- а:(у-1) = a-(x-1) 
> (у- 1}: (1-а) = а:(х-– 1) 
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Independente do valor de a, x= 1 e y = 1 será solução da equação da reta acima. 
Ou seja, para todos os retângulos que atendam à condição do enunciado, as retas 
perpendiculares a AC que passam por B possuem o ponto fixo (1,1). 


Posição de um Ponto em Relação a uma Reta 


Uma reta no R? divide o plano em dois semiplanos. Determinar como vamos "chamar" 
cada um desses semiplanos é um desafio. Se a reta for horizontal, temos a tendência 
de dizer "semiplano de cima" e “semiplano de baixo”. O mesmo acontece se a reta 
for vertical, quando temos a tendência natural de dizer “semiplano da direita” e 


“semiplano da esquerda”. Já se a reta for inclinada, encontramos um pouco mais 
de dificuldade de nomeá-los! 


Uma solução é considerar a função f(x,y) = а.х + b-y + c. Desta forma, para 
todo ponto P = (x,,y,) pertencente à reta teremos: 
f(xoyo) = axo + Б-у, + с= 0 


Vejamos o resultado demonstrado no exemplo 2.1.b. Sendo A = (x,y,) е 
B = (x,.y,) dois pontos não pertencentes à reta, tem-se: 


axa + by, + с E ^ ; 
PA nig coe e 0, então A e B estão no mesmo semiplano. 
ахь + byp +C 


Se 


axa + bya + 


c n a ; 
« 0, entáo A e B estào em semiplanos opostos. 
ахь + Бу) +C 


Se 


Podemos verificar que se f(A) e f(B) tiverem o mesmo sinal, então A e B estão no 


mesmo semiplano com relação à reta f(x,y) = O. Caso f(A) e f(B) possuírem sinais 
opostos, A e B estarão nos semiplanos opostos. 


Seja a reta dada por f(x,y) = a-x + b-y +c= 0. Tal reta divide o plano do . 
R? em dois semiplanos. Sejam A = (Xy)eB= (хь): 


Ѕе (X.Y 2) e ху) tiverem o mesmo sinal, entáo A е В estáo no mesmo 
semiplano em relacáo á reta dada. | 
Se f(x Ya) e f(x,.y,) tiverem o mesmo sinal, entáo A e B estáo em semiplanos 
opostos em ге!асао à reta dada. 


Se f(x,.y,) = 0, então A está sobre a reta. O mesmo ocorre com B se (х,у) = 0. | 
Resultado 2.1.6 
Exemplo 2.1.g Destaque graficamente a região do plano R? formada pelo conjunto 
de pontos (x,y) que atendam a: 
y>2x+1 
y<-x+3 
3x>1-y 
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Em seguida, determine a área formada por esta regiáo. 


Solução: Considere as funções f, g e h tais que igualadas a zero nos dão as 
equações das retas que definiráo a região pedida no enunciado: 


f(x y) = y - 2x-1 


9(х,у) = -x- y +3 
х,у) = 3x + y -1 


Desejamos saber os pontos do plano R? que tornam f, g. h positivas. 


Note que o ponto (0,2) torna f positiva, pois #(0, 2) 22-20-1^-»0.Lo0go. 
do resultado 2.1.6 sabemos que todos os pontos no mesmo semiplano do ponto 


(0,2) em relação à reta y – 2x – 120 tornam f positiva. 


Figura | 


Note agora que o ponto (0,0) torna g(x,y) positiva, pois g(0,0) = —0 — O + 3 > 0. Do 
resultado 2.1.6 sabemos que todos os pontos no mesmo semiplano do ponto (0,0) 


em relação à reta -x -y +3 = 0 tornam g positiva. 
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O ponto (0,2) torna h(x.y) positiva, pois h(0, 2) = 3-0 + 2 - 1 > 0.Doresultado 
2.1.6 sabemos que todos os pontos no mesmo semiplano do ponto (0,2) em relagáo 
à reta 3-x+y-1=0 tornam h positiva. 


3x + y -|l = d 


Figura IIl 


A interseção destas 3 regiões pode ser encontrada geometricamente. Procuramos 


o conjunto de pontos que estão nas regiões hachuradas das figuras |, li e lil ao 
mesmo tempo. 


A regiào pedida se trata, portanto da 
regiáo compreendida pelo triángulo cujos 
vértices são os pontos de interseção das 
3 retas tomadas duas a duas. Tais pontos 
de interseção são: 


E — Be dO | -(&.2) 
lx-y+3=0 233 
< |3 + У -1=0 

= (-1 4 
S j-x-y+3=0 ог ) 
3x + y -1=0 

Re = (0, 1 
ly -2x- 120 (3) 


Figura IV 


A área do triangulo РОК é dada por (veja Exemplo 1.4.a): 


1 


Apor = 


[^] 
ә A ооч 


NI = 
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Equagáo da Bissetriz de um Ángulo. 


Conforme definido na Geometria Euclidiana, a bissetriz é a reta que divide um dado 
ángulo em dois ángulos iguais (para duas retas náo paralelas, existirá sempre um 
par de bissetrizes, que seguirão a definição). O par de bissetrizes relativo a duas 
retas náo-paralelas poderia ser igualmente definida como o lugar geométrico dos 
pontos que equidistam de duas retas náo paralelas, uma vez que esta propriedade 
decorre diretamente da definigáo) 


Figura 2.1.8 – A reta b é bissetriz, pois divide o ángulo formado pelas retas re s em dois 
ángulos iguais. 


Note na figura acima, que para qualquer ponto P da bissetriz b temos que a distáncia 
de Par é igual à distância de P a s uma vez que os triângulos POP, e POP, serão 
sempre congruentes. 


Sejam duas retas não paralelas r, e r, dadas pelas equações: 

n: ах+Ьуу+с,=0 

Gb: ax+b;-y+c;=0 
As equações das retas bissetrizes dos ângulos entre essas duas retas são dadas 
por: 


apx + Dey + e _ g сы; + boy + Ca 


Jai + b? Vaz + 62 


Resultado 2.1.7 


Demonstração: A demonstração do resultado acima segue diretamente da forma 
de definir a bissetriz como o lugar geométrico dos pontos P = (x,y) que equidistam 
de duas retas náo paralelas. Usando o resultado 2.1.2: 


layx + by y + cj - [ах + byy + с, 


ya? + b? aj + b? 


d(P, п) = d(P.r2) = 
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Retirando os módulos na igualdade acima, chegamos a: 


ayx + bry +c „а2Х* + һу+с, 


Ja? + b? E Jai * bi 


Exemplo 2.1.h Considere os pontos А = (1,1), В = (2,0) e С = (3,5). Determine a 
equacáo da bissetriz do ángulo agudo formado pelas retas suportes dos segmentos 
АВ еАс. 


Solução: 
x y 1 

(r,): Reta suporte do segmento АВ: |1 1 1| = 0 = x+ y- 2=0 
201 
x у 1 

(r,): Reta suporte do segmento АС: | 1 1 1| = 0 = -2x+y+1=0 
351 


Do resultado 2.1.7, as equações das bissetrizes serão dadas por: 


X+y=2_,72x+y+1 
Pero dos? 


Desenvolvendo chegamos a duas retas: 


b): 1 
(b,) х * 7$ 


f 2 pen 


(bz): «f: - a) + y 


£e» | Ué? Por que obtivemos 


duas equações de retas 
diferentes? 
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RUC A SS 


OBS.: Dadas duas retas r, e r,, existem duas bissetrizes. Isto é, existem duas 
retas tais que seus pontos equidistam de r, e r,. São exatamente estas duas 
retas que resultam do uso da expressão do Resultado 2.1.7. 


Figura 2.1.9 


Sabemos que duas retas não paralelas formam 4 ângulos (em geral, 2 ângulos 
obtusos iguais e 2 ângulos agudos iguais). Achando as equações das retas 
bissetrizes usando o método que acabamos de citar, em muitos casos será 
também de interesse saber qual reta corresponde à bissetriz do ângulo agudo, 
e qual corresponde à bissetriz do ângulo obtuso. 


Para resolver este impasse propomos a seguinte solução! 


Escolhamos um ponto qualquer de uma das retas. Sabemos que o ponto (3,-1), 
por exemplo, pertence à reta r,. Podemos calcular a distância deste ponto às duas 
retas bissetrizes encontradas: 


КС СЕЛЕ ИИС. 
EE AA 

Ж a1- 2d " e: + E (E - 2 : 6/10 

A PESO СВЫШЕ A 


(ЖЕРТ ¡MESS 


Note que d, e d, possuem o mesmo numerador, porém denominadores diferentes. 
Para descobrir qual das duas distáncias é a maior, comparemos os denominadores. 


Logo: 
п AY „|, XY. 4 2/10 
a ans 
hose nem eq cum 
AES МАЙ E EE. 5 


E comisso:d «d. 
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Como d, < d,, temos que a bissetriz b, corresponde ao ángulo agudo, e b, ao 
ángulo obtuso formado por r, e r,. 


Р 


1 
1 
1 
1 
! 
I 
\ 


pe " é 
Figura 1 


Há ainda uma segunda maneira de verificar que b, trata-se da bissetriz relativa ao 
angulo agudo. Deixamos ao leitor decidir qual é o método mais prático. 


Note que descobrir que o ângulo BÃC é obtuso é simples! 


AG. RB =- [AC]-[AB|-cos(BAC) > cos (BAC) = ent = m «0 


Percebamos agora que uma das bissetrizes é bissetriz interna de À no triángulo 
ABC e a outra é bissetriz externa. Com isso, determinando qual delas é a bissetriz 
externa, saberemos qual é a bissetriz do ángulo agudo! 


Notemos que B e C estáo no mesmo semiplano com relacáo à bissetriz externa, e 
em semiplanos opostos com relagáo à bissetriz interna. 


Figura Il 


Substituindo as coordenadas de B e de C na equação de b,, temos: 


SE OE ON E AE MEA 


o afis е) (s. 48) 
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Como os resultados destas substituições têm o mesmo sinal, B e C estão no mesmo 
semiplano com relagáo à b,: 


Logo, b, à bissetriz externa, e neste nosso caso, é a bissetriz relativa ao àngulo 
agudo! 


Feixe (ou Familia) de Retas 


Uma equação paramétrica na qual variando o parâmetro obtemos diferentes 
equações de retas chama-se feixe ou familia de retas. 


Definição 2.1.7 


Por exemplo, a equação paramétrica y = x + t, com t sendo um parâmetro real 
representa um feixe de retas paralelas (todas com coeficiente angular igual a 1). 


y 


459 


Fiqura 2.1.10 
Igualmente uma equação paramétrica do tipo y = 1 + t(x + 2) representa um 


feixe de retas concorrentes em um único ponto (note que para qualquer valor de t 
real o ponto (-2, 1) atenderá à equação. 


Figura 2.1.11 
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De maneira geral vamos definir estes dois tipos de feixes de retas a seguir. 
Feixe de Retas Paralelas 


Sendo m um valor fixo e t um parámetro real, о feixe de retas paralelas (todas | 
com coeficiente angular m) tem equação: 


y=mx+t {є В 


Resultado 2.1.8 


Ғеіхе de Retas Concorrentes em um Ponto ! 


Sendo P = (x,, y,) um ponto fixo no plano e t um parámetro real, o feixe de retas : 
que passam por P tem equagáo: 


y-yo-t(x-xy) teR 
Resultado 2.1.9 
O feixe de retas concorrentes em um ünico ponto possui ainda um segundo tipo 


de representação, ainda mais usual. Consideremos duas equações de retas cuja 
interseção ocorre em (o. f): 


Ш 
o 


ах + бу +с 
ах+еу+ ё = 0 


Se tomarmos a equação paramétrica (a-x + b-y + c)+t-(d-x + ey + f)=0 
esta será sempre atendida pelo ponto (a) pois: 


(аж +bB+c)+t(da+reB+f)=0+t0=0 


Variando o parámetro t teremos várias equações de retas todas passando pelo 
ponto (о.В)! A equação proposta se trata, portanto, da equação de feixe de retas 
concorrentes. 


Considerando as equações de retas 


пах + ру +с =0 е п: бх + еу + Ё = 0, 
o feixe de retas concorrentes que passam pelo ponto de interseção entre г, er, | 
tem equação: 


1 


(а: х+ b-y + с) + t(d.x + e.y + #) = 0, teR 


О ponto de intersecáo mencionado ё chamado centro do feixe. 
Resultado 2.1.10 
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Exemplo 2.1.i Dê uma equação de feixe de retas perpendiculares à reta de equação 
Зх + у = 4. 


Solução: 

Uma reta perpendicular a uma reta de coeficiente angular —3 terá coeficiente angular 
1/3 (lembre-se, o produto dos coeficientes angulares de duas retas perpendiculares 
é igual a -1). Logo, a equação do feixe de retas pedido sera: 


Exemplo: 2.1.j Sejam a, b, c trés inteiros impares consecutivos. Mostre que a reta 
ax + by + с = 0 passa sempre por um único ponto no plano e ache este o ponto. 
Solução: 
Tome а = 2п ~ 1, Ы = 2п + 1 е с = 2п + 3 (n inteiro) de forma que 
representem trés inteiros impares consecutivos. 
ax+rbx+c=0 > (2п – 1)x + (2n + 1) y + (2n + 3) = 0 
> (2n – 1)x + (2n + 1) y + (2n + 3) = 0 
= m(2x + 2y + 2) + (-х + у + 3) = 0 


А equagáo acima representa ит feixe de retas concorrentes e, portanto, a reta 
ax + by + с = O passará sempre pelo centro do feixe. 


Para achar o centro do feixe basta encontrarmos o ponto de encontro de duas retas 
pertencentes ao feixe: 

n=0 > -x+y+3=0 

n=1 > x+3y+5=0 


Resolvendo o sistema acha-se o centro do feixe: 


Exemplo 2.1.k Determinar a reta do feixe x+y-1 + t-(x-y+5)=0 que passa 
pela origem. 


Solução: 


Sabemos que todas as retas do feixe passam pelo seu centro. Novamente, para 
acharmos o centro do feixe basta encontrarmos o ponto de encontro de duas retas 
pertencentes a ele. 
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Resolvendo o sistema acha-se o centro do feixe: С = (-2, 3). A reta 


que passa pela origem será definida, portanto pelos pontos O = (0,0) e 
C = (-2,3). 


Queremos, portanto, a equacáo da reta que passa pelos pontos (-2,3), (0,0). Só 
para variar um pouco (e para aprendermos mais um truque super ütil!), vamos 
aplicar o algoritmo do Exercicio de Fixação 1.28. Considerando que um ponto (х,у) 
deve pertencer à reta, temos que, a área formada pelo triángulo cujos vértices sáo 
(-2,3,), (0,0) e (x,y) deve ser nula: 


A equação da reta pode ser encontrada da seguinte maneira: 


о 0 
-2 3 
= 0.3 – 2y + х0 ~ (-2-0) - 3x - у. 0=0 +. 2y + Зх = 0 
х y 
0 0 


Exemplo 2.1.1 Determinar a reta do feixe x + y — 1 + t(x – у + 5) = 0 queé 
paralela à reta y 2 2x + 1 

Solugáo: 

O feixe dado nesta questáo é idéntico ao feixe dado no exemplo anterior cujo 
centro е С = (2, 3). Dentre todas as retas do feixe, deseja encontrar aquela que 
tem coeficiente angular igual a 2 


Usando o resultado 2.1.9: 


(y + 2) = 2x-3) .. [y=2x-8 


2.2. Equagáo da Circunferéncia 


Dado um ponto С, o conjunto de todos os pontos Р no plano tais que a distáncia 


de P aC seja constante valendo R é definido como circunferéncia de centro 
C eraio R. 


Definição 2.2.1 


Figura 2.2.1 
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Sendo C = (x Yo) e P um ponto (x,y). Da definição de circunferência de centro С 
e raio R: 


PO =R e (х – х.) + (у-у) =R е (к - xo) + (y - yo) = В 


Equagáo Reduzida da Circunferencia 


A equação da circunferência centrada em (x,.y,) e raio R é: 
(x-xY + (у-у) =R? 


Resultado 2.2.1 


Vamos desenvolver a equação da circunferência: 
2 2х-х + Xo? + y ~ 2y-Yo + Yo? = R? 
Chamando: a = -2xy, b = -2yg, с= xy? + yo? - R?, teremos: 


2+yY+rax+rbyrc=0 


Para determinarmos as 3 constantes a, b e c da equação acima precisaremos de 
pelo menos 3 pontos da circunferéncia. 


Na verdade, dados trés pontos A, В, С náo-colineares, definindo um triángulo no 
plano, a circunferéncia que passará por estes pontos será justamente a circunferéncia 
que circunscreve o triángulo, e seu centro será o circuncentro do triángulo ABC. 


Exemplo 2.2.a Determine a equação da circunferência que passa pelos pontos 
A = (1,3), B = (0,8) e C = (0,0). 


Solugáo: 


Acircunferéncia pedida é justamente a circunferencia circunscrita ao triangulo ABC. 
O seu centro será, portanto, o circuncentro do triángulo ABC, ou seja, o encontro 
das mediatrizes do triángulo ABC. 


Sendo P o ponto médio do segmento AB: P = 22 = (3. 5) 


A mediatriz do segmento АВ (ега equação portanto: 


1 
yaa [= dd 


5 


x + 27 
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Sendo Q o ponto médio do segmento AC: Q = А > Ez (3. 2) 


А mediatriz do segmento АС terá equação: 
eer (5-35) = ms 
2 Mac 2 


O circuncentro será o ponto de encontro destas duas equações: 
[5у = х + 27 


l3y = -х +5 = circuncentro = О = (4, - 7) 


O raio desta circunferéncia será a distáncia do circuncentro a um dos vértices do 
triángulo ABC. 


R = [06| = Ic - ој = [(4, 7) = Ма)? + (7) = 465 


A equação da circunferência é portanto: 


(x-4)2+(y+7) = 65 


Exemplo 2.2.b Determine o lugar geométrico definido pela equação 
x? + y? – 2x + 4y = 
Solução: Da equação dada vamos completar quadrados perfeitos: 
?-2x + 1 e y! + dy c 4244 14 4 
> (x = Y + (y + 2% = 3? 


A equação dada representa uma circunferência centrada em (1,-2) e raio 3. 


Exemplo 2.2.c (IME — 1989) Dada a equação: 
x? + y? - 2mex - 4(m + 1)-y + 3m + 14 = 0 


a) Determine os valores de m para que esta equação corresponda a uma 
circunferéncia. 


b) Determine o lugar geométrico dos centros destas circunferéncias. 


Solução: 


a) Completando quadrados chega-se a forma reduzida da equação da circunferência: 
(x - mf + (y - 2(m + 1) = 5m? + 5m - 10 


€— 
a 
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Para que esta equação corresponda, de fato, a uma circunferência, é necessário 
que o raio seja um valor real positivo: 


R? = 5m? + 5m – 10 > 0 
Logo: 
R? = 5m? +5m-10>0 > mMo+m-2>0 
> (т + 2)(m-1)>0 
o m«-2oum»1 


A equação representará circunferências para os valores de m tais que: 


m<-2 ou m>1 


2(m + 1) 


х 
b) O centro da circunferéncia (ега coordenadas: | 


Eliminando o parámetro m, temos que o L.G. dos centros da circunferéncias será 
uma reta de equacáo: 


y-2x + 2 
Equagáo de uma Reta 


Deverão ser excluidos os pontos do segmento de extremos (-2, -2) e (1,4) do L.G. 
acima para que a condigáo do item (a) seja atendida. 


Posições Relativas entre uma Circunferência e uma Reta 


Dadas uma circunferéncia e uma reta no plano a intersegáo entre elas virá da 
solugáo de um sistema do tipo: 


x? «y? mx+ny+p=0 
ax+by+c=0 


Substituindo a 22 equação na 1# obteremos uma equação do segundo grau que 
poderá ter zero, uma ou duas raizes reais, dependendo de seu discriminante. 


A=0 = Uma única interseção 
A>0 = Duas interseções 
А<0 = Não há interseção 


Geometricamente isto se traduz na existência de três tipos de posições relativas 
entre uma reta e uma circunferência no plano. Nas figuras a seguir seja d a distância 
do centro da circunferência de raio R à reta. 
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Reta Tangente à circunferência 
A=0 


Figura 2.2.2 


Neste caso note que a distância do centro da circunferência à reta é igual ao raio 
da circunferência. 


Reta secante à circunferência 
A>0 


Figura 2.2.3 


Neste caso note que a distáncia do centro da circunferéncia à reta é menor que o 
raio da circunferência. 


Reta externa à circunferência 
^<0 
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Neste caso note que a distància do centro da circunferéncia à reta é maior que o 
raio da circunferéncia. 


Equações Paramétricas da Circunferência 


As equações paramétricas a seguir representam uma circunferência de raio R 
e centro (x,.y,). 
х = X, + R-sent 
| d t e [0,21] 


y = y, + R-cost 


Resultado 2.2.2 


Demonstração: Isolando o parámetro t, escrevemos: 


X — ху 
R 

Y – Yo 
R 


sent 


t e [0,27] 
cost 


Da relagáo fundamental da trigonometria sabemos que: 


2 2 
sent + соѕ21 = 1 = (35) + (272) =1 = (x - xo) + (y - yo) = R? 


As equações paramétricas dadas representam portanto uma circunferência de raio 
R e centrada em (Xp. у,). п 


e —————— = - sino - 


OBS.: Para cada valor de t teremos um ponto da circunferência. Variando t entre 
О e 2n ја é suficiente para dar uma volta completa sobre a circunferência. Se 
limitarmos o dominio де t a um intervalo de comprimento menor que 27. Estaremos 
representando um arco de circunferéncia. 


fx =R-sent 
ro? ly=R-cost 
2 te [8,,8,]< [0.27] 


X 


Figura 2.2.5 
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Exemplo 2.2.4 Considere a circunferência dada por: 
Íx =1+2-sent 


ly=2-cost t e[0.2x] 


a) Verifique que a reta y = 2-x - 4 é secante à circunferência. 
b) Determine o comprimento da corda definida pela reta do item (a) e a circunferéncia 


dada. 
Solução: 
a) A equação da circunferência dada (x -1y + y? =4. 


Note que a distância do centro (1,0) da circunferência à reta y = 2-x — 4 ё menor 
que o raio da circunferéncia: 


p-21«4 _ 


Logo a reta é secante à circunferência. 


< Raio = 2 


Sv 


b) Considere o esquema a seguir. 


Figura I 
Do teorema de Pitágoras no triángulo hachurado: 


2 2 
dr ER Ln (2) +5 =4 > 


Reta Tangente a uma Circunferéncia 


Equagáo da Reta Tangente а Circunferéncia: 


Considere a circunferência dada a seguir e o ponto Р = (x,, y,), pertencente á 
circunferéncia: 
х? + у? = R? 


A equação da reta tangente à circunferência em P, pertencente à circunferência, 
é dada por: 


(хо)-х + (yo) y = R? 
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Demonstração: 


Vamos demonstrar que o resultado acima vale para as tangentes não verticais, 
primeiro. Uma reta nào vertical qualquer pode ser representada por y =m-x + h. 
Como Р pertence а reta, temos: 


yo=mx +h => h= y – m: xg 
O sistema abaixo nos dá as interseções da circunferência e da reta: 


[y = m-(x- хо) + Yo 
[х2 + y? =R? 


Para que a reta seja tangente, a solucáo do sistema deve ser única! 


х? + (m-(x-x,) + ув) = R? 


> x + (m?-(x-x,) + 2m-(x-X,): Yo + vê) = В? 


= xe m?) + x-(2m-(y, — m:x,)) + (yo -m-x,) - R? = 0 
A solução desta equação do 2º grau deve ser única! Poderíamos, neste momento, 
calcular o discriminante da equagáo acima e obrigá-lo a ser nulo. Vamos optar por 


um outro caminho. 


A equação é do segundo grau, que só pode ter uma única solução. Mas conhecemos 
esta solução! Trata-se de x = x,. Podemos dizer então que: 


x* (1+ т2) + x-[(2m-(yo — m-xp)) + (Yo - тхо) - В? = (1+ m2) (x- x) 


-2-(1 + m?). хо = 2m- yo - 2m? - xo 
Da identidade: | | ) А 
K + т^). xp? = (yy -m-xp) -R? 
Desenvolvendo a primeira equação resultante da identidade de Polinômios acima, 
temos: 
Xo 
Yo 


m= 


OBS.: Note que, como assumimos que a reta é náo-vertical, o ponto de tangéncia 
náo é tal que y, seja nulo, fazendo com que m acima exista. 


Como a reta contém o ponto Р = (x, y,): 
хо хо? 


1 2, 2 
Yo =|-—|:xg+h = h=yy + — = —-( yg +x = 
o.) xo S Yo y, Lo o°) 
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Com isso, temos que a equação da reta tangente é dada por: 


yl c aca Rz 


2 
y:yg + X: X = К“ о 
Yo Yo й : 


OBS.: A demonstração foi feita para retas não-verticais. No entanto, a demonstração 
para as tangentes verticais x = + R e x = – R é trivial. 


Exemplo 2.2.e Determine as equações das retas que passam por (4,2) e são 
tangentes à circunferência de equação x? + y? = 4. Em seguida, determine os 
respectivos pontos de tangência. 


Solução: 
Graficamente é fácil perceber que as retas pedidas são não-verticais. Uma equação 
de reta não-vertical passando por (4,2) será do tipo: y -2 =m-(x- 4). 


Para que a reta seja tangente, a distáncia do centro (0,0) da circunferéncia а reta 
deverá valer o raio da circunferéncia. 


_ [0-2 - m(o- 4) > [ат - 1 ЧЕ 
Vem? +? Jm? + 1 


Elevando ао quadrado сһедатоѕ а: 


К = 2 


3m? - 4m=0 > т=0 ou т=з 
As equacóes das retas tangente que passam por (4,2) sáo: 
4 
у-2=0 е у-2=з(х-4) 
y 
Р = (4,2) 


Figura | 
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Arrumando temos as едиасбе das retas pedidas: 


y 
4x — Зу 


10 = 


Deixando estas equações na forma y yg * X- X9 = R?: 


О.х + 2у = 4 

8 6 

= |х == |у = 4 
(3) H 


Os respectivos pontos de tangéncia são, usando o resultado 2.2.3: 


Exemplo 2.2.e Determine as equações das retas que passam por (2,5) e são 
tangentes à circunferência de equação x? + y? = 4. Em seguida, determine os 
respectivos pontos de tangência. 


Solução: O exercicio parece ser exatamente análogo ao anterior. Uma equação 
de reta passando рог (2,5) seria do tipo: y-5=m-(x- 2). 
Para que a reta seja tangente, a distáncia do centro (0,0) da circunferéncia á reta 
deverá valer o raio da circunferéncia. 
0-5-m(0-2 2m - 5 
RR Аа BUS s 
(mf + 12 Jm? +1 

Elevando ao quadrado chegamos a: 
21 
20 
Com 1550, encontramos o coeficiente angular, e portanto, a equação de apenas UMA 
reta tangente. E a outra? Náo deveriam ser duas retas tangentes á circunferéncia, 
passando por um ponto exterior? 


4m? - 20m + 25 = 4m? +4 = m= 


Repare que deixamos de perceber que uma das tangentes à circunferência x? + y? = 4, 
passando por (2,5) será obrigatoriamente a vertical x = 2. Ou seja, nossa premissa 
de que a equação assume a forma y - 5 = m- (x - 2) não abrange este caso! 


As equações das retas tangentes são, portanto: 
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Para encontrar os pontos de tangéncia, poderíamos recorrer ao método anterior 
(neste caso, arrumar a segunda equação dá um pouco mais de trabalho). Um 
segundo método seria resolver os sistemas abaixo: 


2 25. 
=2 | 28 x9 
x y = 555 (А =:2) 


42 40 
De onde, seguem os pontos: |(2, -=, = 
É ú Rus | 29 S] 


Exemplo 2.2.g Determine a equação da reta do feixe 2x + y = с que tangencie 
a circunferência x? + y? = 1 e em seguida o ponto de tangência. 


Solução: 


Figura 1 


Para que haja tangéncia, a distância do centro (0,0) à reta deverá ser igual ao raio 
da circunferência. 


2-0+0-d _ 


1 > с= +45 
42 + 12 


Existem, portanto, duas retas do feixe que tangenciam а circunferéncia dada. 


CS 
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Os respectivos pontos de tangéncia sáo, usando o resultado 2.2.3: 


(E x) 


Poténcia de um Ponto Relativa a uma Circunferéncia 


Seja P um ponto qualquer num plano, distando d do centro de uma circunferéncia 
C de raio К. Define-se potência do ponto P com relação à circunferência C pela 


expressáo: 
Poto (P) = d? - R? 


Definicào 2.2.2 
Considere a equacao de uma circunferéncia C expressa de forma genérica: 
2 2 

(х-х) *(v-vo) - А «0 
Observe o lado esquerdo da equação acima. Se substituirmos P = (x' y”), a expressão 
se torna justamente o que definimos como potencia de P com relagáo à C. 

2 . 
(x хо) + (y - yo - R? = d? - R? = Pot, (P) 

42 

De maneira geral, escrevemos: 


Seja P = (x' y") um ponto qualquer num plano e C uma circunferência de equação: 
x y? + mx + п-у + p=0. Apoténcia do ponto P com relação a C é dada 
por: 


Poto (Р) = х2 + y? + mo +n y +p 


Resultado 2.2.4 


OBS.: Para obter a potência do ponto Р com relação à circunferência basta 
colocarmos a equação na mesma forma do resultado 2.2.4 e substituirmos o ponto. 
Cuidado! A potência do ponto (x',y') com relação ao círculo 4.х? + 4.y? = 8 
nao vale 4: x^ + 4. y? — 8, mas sim x? + y" - 4. 

Seja P um ponto no plano e C uma circunferéncia de raio R cujo centro dista d de P. 


O sinal da potência do ponto P com relação à C varia conforme a posição relativa 
dos dois. 


Potc(P)=0 = Ppertencea C 
Potc(P)>0 < PéexerioraC 
Pot¿(P)<0 < Péinteriora C 


Roeviltada 9 9 E 
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Consideremos uma circunferéncia C e um ponto P exterior a ela. Sejam A e B os 
pontos de intersecáo de uma reta secante á circunferéncia passando por P. 


Figura 2.2.6 


Calculemos o produto РА .РВ = (РМ - к)-(РМ + к) = PM -к? 


Do teorema de Pitágoras no triángulo OMP: 


PA.PB = PM - k? = (PO! - OM?) - k? = PO? - (ОМ + e] 


Segue que: РА.РВ = РО? Од? 


Sendo d а distância definida na definição 2.2.2 (ou seja, d = PO), visto que OA =R 
é o raio da circunferência, temos: 
PA -PB = Potc (Р) = constante 


Chegaremos a um resultado parecido também se P é interior à circunferência. 
Vejamos! 


Figura 2.2.7 


Calculemos o produto PA-PB = (PM + k) (k - РМ) = к? - PM 


Do teorema de Pitágoras no triângulo OMP: 


РА.РВ = k? - PM = k? - (PO? - ow) = (ОМ? + k?) - PO? = R? - e 


Biber 
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Segue que, se Р é interior a С: PA-PB = -Pote (Р) = constante 
Esta dedugáo nos permite escrever os seguintes resultados. 
Considere uma circunferência С de raio R. A partir de um ponto Р «С (distante d 


do centro da circunferéncia) traca-se uma secante à circunferéncia nos pontos A 
e В. Vale que PA.PB o produto é constante independente da reta secante. 


PA-PB = constante = |в —R?] 


Resultado 2.2.6 


No caso da reta a partir de P ser tangente á circunferéncia temos o seguinte 
interessante resultado. 


Р 


РО“ - OT = @ – в? 


Considere uma circunferência C de raio R. А partir de um ponto P є C (distante 
d do centro da circunferéncia) traca-se uma tangente à circunferéncia em T. O 
quadrado do comprimento deste segmento tangente vale justamente a poténcia 
de P com relação a C. 


PT = d? = Н? = Pote (P) 


Resultado 2.2.7 


Exemplo 2.2.h Considere a circunferência 2x? + 2y? + 4x - 3 = 0. Seja Po 
ponto (2,3). Verifique que este ponto é exterior à circunferéncia e determine o valor 
do comprimento PT de um segmento tangente à circunferéncia passando por P. 


Solução: 


A potência de um ponto (x,y) qualquer em relação à circunferência é: 


Pot(xy) = x? + y? + 2x - 5 
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Substituindo o ponto P, temos: 


Pot(P) = Pot(23) = 22 + 32 + 2.2 3 2 31 4g 


2 2 


Do resultado 2.2.5 temos que P é exterior à dada circunferéncia. Do resultado 2.2.7, 


temos: PT = Pot(P) = 31 


Logo: PT = E 


OBS.: A partir de um ponto P exterior a uma circunferência C, pela simetria do 
problema, é possivel traçar exatamente duas retas tangentes a C. Do resultado 
2.2.7 fica claro que, sendo T e T' os dois pontos de tangência, teremos sempre: 


Pr=Pr 


Resumindo, os segmentos tangentes a C a partir de um mesmo ponto exterior P 
tem comprimentos iguais! Este resultado aparentemente simples é incrivelmente 
Util, inclusive para nós daqui para frente. 


Um resultado análogo vale no espaço R?. A partir de um ponto P exterior traça- ; 


| se duas retas tangentes à uma esfera E. Sendo T e T' os pontos de tangência 
vale que: 


Figura 2,2.9 


A demonstração é simples conhecendo o resultado 2.2.7. Deixamos ao leitor 
como exercício. Guarde este resultado pois precisaremos dele no capítulo 3! 


Eixo Radical 


Considere duas circunferências C e C' não concêntricas. O lugar geométrico dos 
pontos P que possuem a mesma poténcia com relagáo a C e C' é uma reta. A 
esta reta damos o nome de eixo radical. 
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Ы" 


(еј Eixo radical 
Figura 2.2.10 


Demonstragáo: 


Considere as equações de С e C' nào concêntricas como sendo expressas de 
forma genérica: 


C: x? + y? mx + пу + p=0 
Cu + y? + ax + bx + c=0 

Sendo Р = (x,.y,) podemos escrever as potências de P relativas a C e C": 
Pote (Р) = х2 + y + m-xo + n yo + р 


Pote (P)=x2 + y3 + а.х + b yg + c 


Se Р é tal que Pot, (P) = Pote (Р) : 
E pa e 
* (т-а) x, * (n - b): y, F (р-с) = 0 
—— —— — — + 
А А С 
> Ax +By+C0=0 


Se С e C' sáo nào concéntricas, entào A=m-ae B-n-b nào sáo 
simultaneamente nulos e, portanto, o lugar geométrico é uma reta. O 


Exemplo 2.2.i Mostre que dadas duas circunferéncias nào concéntricas C e C', 
então o seu eixo radical é perpendicular à reta que liga os centros de C e С. 


Solução: 
Considere as equações de C e C' expressas da forma genérica: 
С: (х-а)? + (y-bf =R? 


C': (x-pY + (vq - R? 


TUU 
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As poténcias de um ponto (х,у) com relacao a C e C' sáo: 

Pote (xy) =(х-а)* + (y-bf - R? 

Роќс. (х,у) = (x- p) + (y- ap - R? 
A equação do eixo radical é obtida igualando as duas equações acima: 

(x-a)? + (у-6)? R? = (х - pf + (y - g^- R? 
= xy - 2а-х- 2b-x + a? + b? - В? = 
= ҳ2 +9? - 2р x-2q.x + p? + q - R? 
> 2(р – а)-х + 2(q - b)y = p? + q? - a? - b? - R? + R? 


А 3 , A p-a 
Logo, o coeficiente angular do eixo radical ё: hao radical = 


ir x 
O coeficiente angular da reta que liga os centros (a,b) e (p,q) é: 
q-b 
Moo = — 
оо p-a 


Com isso: 


p-al(q-b 
Meno radical * Moo: = (=) (=) =—1 


Conclui-se que o eixo radical é perpendicular à reta que liga os centros das 
circunferências. 


Do resultado demonstrado no exemplo anterior, escrevemos: 


А 


O eixo radical relativo às circunferências C e C' de centros O e О’, respectivamente, | 
é perpendicular à reta suporte do segmento que liga O e O'. “ i 


Resultado 2.2.9 


Eixo radical 
Figura 2.2.11 
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Um resultado trivial, no entanto náo menos importante, pode ser destacado 


A corda definida pelos pontos de interseção entre duas circunferências secantes 
é perpendicular ao segmento que liga os centros destas circunferências. 


Resultado 2.2.10 


Figura 2.2.12 


Demonstração: Os pontos de interseção entre duas circunferências secantes 
pertencem ao eixo radical. Do resultado 2.2.9 conclui-se o resultado 2.2.10. O 


Exemplo 2.2.) Determine os pontos de interseção A e B das duas circunferências 
abaixo. Em seguida, determine o valor do segmento que liga A a B. 


С: (x-1)? + y?=4 
Ст (х-3)° + (y +2 =4 
Solução: 
As potências de um ponto P(x.y) qualquer relativas a Ce C' são: 
Poto(xy)=x2-2:x + y?-3 
Pote.(xy) = x* -6 x + y! + 4:у +9 
Desta forma, a equação do eixo radical é obtida igualando as equações acima: 
x? — 2x + y? -3=x? - бх ~ y? + 4у + 9 > x-y=3 


A intersecao do eixo radical com qualquer das circunferéncias nos dará os pontos 
AeB. 
2. 
x -1y +yí=4 
ly =x-3 
= x2-2x+1+ x!- 6x + 9-4 


= AURA ADO E x—1 o0! х=3 
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As intersecóes sáo, portanto, sem perda de generalidade: 


O segmento que liga A a B vale: 


В = |AB| = (з - 17 + (0 + 2) = 242 


Exemplo 2.2.k São dadas duas circunferências С e C' de centros O e O' e raios R 


e R', respectivamente. Sabendo qual distáncia OO' vale d mostre que a distáncia 
do eixo radical á O vale: 


d | (R-R)(R*R) 
2* 2d 


Solução: 


Considere o sistema de eixos coordenados centrado em O e tal que O' esteja 
também sobre o eixo das abscissas. 


y Eixo radical 


Figura 


As potências de um ponto Р(х,у) qualquer relativas a C e C' são: 


[Pote (х, y) = x? + y? – R? 
[Pote (x, y) = (x - d? + y? - R? 
Desta forma, a equação do eixo radical é obtida igualando as equações acima: 
XR + y? RAR 2d-x d! « yf - R? 
A equação do eixo radical é, portanto: 
d? + (R? - R?) Б 


Ld (R- R)(R + R) 


x= eis 
i 2d 2 2d 
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Portanto, a distáncia do eixo radical á O vale: 


R-R?) f 
d(eixo radical, O) = 2 + к-к) +) 


Centro Radical 


Considere trés circunferéncias cujos centros O, O' e O” sáo náo colineares. 
! Existe um único ponto que possui a mesma potência com relação a estas 3 
circunferéncias. A este ponto damos o nome de centro radical. 


Resultado 2.2.11 


Cio = (а,Ь) 


Figura 2.2.13 


Demonstração: Considere as equações de C e C' não concêntricas como sendo 
expressas de forma genérica: 


С: (x-a + (у -bř =R? 

С': (х- ay + (y - b'y = R? 

С": (x - а")? + (y - 6") = n? 
Como os centros não são colineares, temos: 


a b 1 a-a' b-b' O asa € 
а b' 1j|-|a-a" Б-Ы" 0|=| , a b" p ^P (Ea. 1) 
a" b" 1 a" b" 1 a ] 


As equações das potências relativas às circunferências duas a duas são: 


Роіс (х,у) = х2 + y? - 2a-x ~ 2b-y + a?+b?-R? 
с 
Poto (x.y)=x? + y? - 2а°х – 2Ь-у + a?« b?- R? 
а ы 
Рос. (х,у) = х2 + y? – 2a" x — 2b"y + abr R'2 
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Para verificar a interseção destas 3 retas, temos o sistema: 


[Pote (x y) = Pote (x, y) 
Pote-(x, y) = Potc-(x, y) 
DM (x, y) = Poto (x, y) 


Podemos arrumar este sistema da seguinte maneira: 
2(a-a)x + 2(b-b)y-c-c 
12(a-a")x + 2(b'-b") y =c'-c" 
l2ta-a* x + 2(b-b") y =c-c" 


Temos um sistema com 2 incógnitas e 3 equagóes (nào é um sistema de Cramer). 
Vamos discuti-lo usando a regra de Rouché-Capelli (consulte um livro sobre 
sistemas lineares caso você desconheça essa regra de discussão de sistemas). 
Um determinante principal deste sistema é: 


2(a-a) 2(b-5)| 
2(a-a") 2(b-b"| 


а-а b-b 
a-a" b-b" 


Ap= 


+ 
Eq. I 


A caracteristica do sistema é portanto p = 2. Como existe uma única equação 
secundária, existe um único determinante caracteristico. 


Za-a) 2(b-b) с~с 
AC, -|2(a'-a") 2(b'-b") c'-c" 
2(a-a" 2b-b") c-c" 


Ora, mas note que a 3º linha é justamente o resultado da subtração da 1? linha da 
23 linha. Logo o determinante característico é nulo, e, portanto, de acordo com a 
Regra de Rouché Capelli, o sistema é possivel determinado (p = n = 2). 


Há. portanto, uma única solução da interseção entre os 3 eixos radicais. Em outras 
palavras, existe um único ponto que possui a mesma potência com relação às 3 


circunferências. 

Exemplo 2.2.1 Ache o centro radical relativo às circunferências abaixo. 
С: (х= 1) + у? = 1 
С: (x-3 + (y 22 2 2 
С": х? «(y 2 =1 
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Solução: 
Vamos achar a equação do eixo radical relativo a C e С": 
Pote (х,у) = (x -1)? + y?-1=x? + y? - 2x 
Pote (x y) =(x-3)? + (y- 20 -22 х2 + y? - 6x - 4y + 11 
Igualando: eixo radicale c.: 4-x+4-y-11=0 
Da mesma forma encontramos a equação do eixo radical relativo a C e C" 
[Pote (x.y) = (x -3* +у2-1= х? +у2 ~ 2x 
Pot, (xy)2x? + (у= 2)? -1=x? +y? – 4у + 3 
Igualando: eixo radicalc_¿-: 2-x-4:y+3=0 


O centro radical será a interseção entre os dois eixos radicais encontrados: 
" 


[o 


Figural 


f4. 4. y ~ 1120 j 

EAM = |Сепіго Radical - (5.7 | 

[2-х – 4-y + 3=0 3 19; 
Ángulo entre duas Circunferéncias 


Define-se àngulo entre duas curvas que se interceptam em algum ponto como 
o ángulo agudo formado entre as tangentes a cada curva neste ponto. 


Quando este ângulo vale 90º diz-se que as curvas são ortogonais neste ponto. 
Definição 2.2.3 


A definição acima vale para quaisquer duas curvas no plano. Vamos analisar o caso 
particular das circunferências. 


106 Matemática EM NiveL IME/ITA — VoLume ll 


e 


Figura 2.2.14 


Dando a volta em torno do ponto T: 
Ө + æ + 90° + 90° = 360° = а = 180° – Ө 

Da lei dos cossenos по triángulo ТОО": 

d? = R? + А2 – 2R, R;: созо 

2-cos8 
De onde segue que: 
d^ - (R$ + RE) 
2R, R32 


cos8 = 


Para garantir que estamos tomando o àngulo agudo, basta aplicarmos o módulo 
na expressao encontrada anteriormente: 


9 - (82 + R$) 
2R, R; 


cos = 


O ángulo entre duas circunferéncias secantes de raios R, e R, e cujos centros 

distam d um do outro é dado por: 

la? - (R$ + RZ)| 
2R,- R5 


M 4 i 


Ө = arccos = 


Resultado 2.2.12 


Exemplo 2.2.m Mostre que se as circunferências secantes são ortogonais, então 


a potência do centro de qualquer uma das circunferências com relação à outra é 
igual ao quadrado do raio da outra. 
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Solugáo: 


Sejam as circunferências secantes C, e C,, de raios respectivos R, e R, e centros 
O, eO,. 


Figura 1 


Usando o teorema de Pitágoras no triángulo O,O,T: 
ОО; =R? +R? 
De onde segue que: 


6,052 - R2 = R? 


2 
Pote, (01) [Potc, (01) = R? 
=> => 
——2 
0052 - R? =н |Potc, (02) = 
Potc, (02) 


2.3. Equação da Reta no Espaço 


O leitor que compreendeu razoavelmente bem tudo aquilo que vimos sobre retas no 
plano (R?) até o momento náo terá problemas em entender a extensáo do conceito 
para o espago. 


Dados dois pontos A e В no espaço (R?), o conjunto de todos os pontos P no 


plano tais que AB seja paralelo a AP é definido como reta suporte do segmento 
AB. Denotaremos esta reta, a partir de agora, por reta (A,B). 


Definição 2.3.1 
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Figura 2.3.1 


Vamos proceder de maneira rigorosamente igual ao que fizemos no plano para 
determinar as equações da reta no espaço. Sendo P um ponto (x,y,z), ele pertencera 
à reta suporte do segmento AB (A = (x, y,.z,) e B = (X,,y,.Z,)) quando: 


AP=1-(AB), ter 
Desenvolvendo: 


P-A= t. (B-A) > (х, у, z)- (xa Ya: Za) = t (Gs. Yb: zy)- (Xa. Ya: z,)) 


d (x— xa, Y- Ya: Z- Za) = t (Xp —Xas Yo — Ya» Zo — Za) 


X- Xa =t (Xp 7 Xa) 
= у-у =t (Ys -Ya) 
Z-Z, =t (Z, -Za) 


Forma Paramétrica da Equação da Reta: 


Dadas as coordenadas dos pontos A = (x,,y,,z,) e B = (X,.y,,2,), a equação da 
reta suporte de AB pode ser escrita como: 


х= xa + t(xXa — Xb) 


ЧУ = Ya + t(Ya - Yo) , teR 
2 


Za + (2а - 2p) 


A variável t é um parámetro que, ao variar nos Reais, faz сот que (х,у) 
representem todos os pontos desta reta. 


Definigáo 2.3.2 
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Notaremos que os termos que acompanham t no conjunto de equações acima são 
coordenadas de um vetor paralelo à direção definida pela reta. 

х— Xa = tu, 
ЗУ — Ya = tu, „teR 


teu, 


н 


2 - Za 


Note que o vetor diretor da reta ú pode ser qualquer vetor paralelo а direcao da reta 
que, ainda assim, estaremos representando todos os pontos da reta ao variarmos 
t nos reais. 


Dado um ponto A = (x, Yẹ Z,) e um vetor ü = (Xu. Yu. Zu } paralelo à reta, a equação 
da mesma pode ser escrita como: 


X =x, + tu, 
W=yattu, ,tek 
Z = Za + tu, 


O vetor п é chamado de Vetor Diretor da reta. Como existem infinitos vetores 
paralelos a ú, existem infinitos vetores diretores para toda reta. 


Resultado 2.3.1 


Se nenhuma das componentes do vetor U for nula, podemos isolar o parámetro t 
na equação paramétrica: 


X-Xa Y - Ya | Z - 2а = ter 
Ux uy о; 
Forma Simétrica da Equagáo da Reta: 


Se a reta nào for paralela aos planos coordenados хоу, xoz, yoz, poderemos 
representá-la da seguinte forma, chamada forma simétrica da reta. 


Definição 2.3.3 


Exemplo 2.3.a São dados os pontos А = (1,0,—2). B = (0.0.3) , C =(1,1,1). Determine 
a equação da reta que passa pelo baricentro do triângulo ABC e é paralela ao vetor 


definido por AC. 
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Solução: As coordenadas do baricentro são: 
g.5:2:€.05-21022: 010. (8 1 2) 
3 j 3 TS 8 3 
Como a reta é paralela ao vetor definido por AC , seu vetor diretor pode ser, por 
exemplo, o próprio AC = C - A = (0,1, 3). 


A equagáo da reta, na forma paramétrica, será: 


x 
Ш 


у= 


N 
П 
WÍN Ole WIN 


Distância entre dois Pontos no Espaço 


Dados dois pontos A = (x,,y,,z,) е B = (x,y,.z,) no R?, a distância entre eles é | 
dada por: 


Р 2 \2 2 

Ч(А, B) = y(x» — Xa) + (Yo — Ya) + (zo — Za) 

Resultado 2.3.2 
Demonstragáo: A distáncia entre A e B é justamente o valor do módulo do vetor 
|АВ| =|В-А|= (xo = Xa. Yb – Ya: Zb -z4) 
2 2 2 

= (хь 7 xa) + (Yo — Ya)” + (Zo — Za) а 

Exemplo 2.3.b Determine a distáncia da reta encontrada no exemplo 2.3.a ao 


ponto D = (2,1,2). 


Solução: 


м 


Emura À 
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Considere o seguinte produto vetorial: 


Жз кз [G6 « v, 
[SDx v,| = [G0].|v,]-sene = [v,[-d = ФР, r) = —= 
r 
Logo: 
ЭМ i jk 
GDxv I5. А „ү 
d(P, кы ee neal Е] A 5-4 + $k] 
TANT М02 + +33 3 3 10 À3 3) 
0 13 
1 ( [25 16 1850 
= | | + 16 + — d(P, г) = 
y A 9 £) (P, r) 30 


Distância entre Ponto e Reta 


Seguindo o raciocinio do exemplo 2.3.b podemos determinar uma expressão para 
a distância de um ponto P a uma reta r no R. 


—R X 
Figura 2.3.2 
Seja R um ponto da reta r. Considere o seguinte produto vetorial: 
„2 E [RP x A 
RP x %,| = [RP] |v,| seno = [%,[-d(P. г) = (Р. г) = EX M 
fi 


De onde escrevemos o seguinte resultado: 


Dados um ponto P nào pertencente a uma reta r de vetor diretor V, , a distáncia 
deste ponto à reta é dada por: 


[RP x v] 
2 


Onde К é um ponto qualquer sobre a reta г. 


(Р, г) = 
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Exemplo 2.3.c Considere a reta definida pelo ponto A = (1,0,1) e pela direção 


ü = (2,-1,1). Considere também o ponto B = (1,3,1). Determine: 


a) A projeção do ponto B sobre esta reta. 
b) O simétrico (B') de B com relacáo a esta reta. 


Solução: 
a) Seja P a projeção de B sobre a reta. Do resultado 1.3.6 
-- — ABU 0.2 + 3-(-1) + 0-1 
A osx ME EE a 


-1 
Р 22 + (-1) +? (2 -1.1) = (2-11) 


Figura 1 


Nesse caso, о sinal do produto escalar entre os vetores U e АВ é negativo, е 
portanto o ángulo 0 é obtuso. 


Com 1550: 
AB PAG (43 -3) 


Finalmente: 


P 


11 
ius 
(2.2) 
b) Como B' é simétrico de B em relação a P, temos: 
E =P > B'=2P-B=(0,1 1) – (1,3, 1) 


B’ = (1 -2 0) 


Exemplo 2.3.d É dada a reta r na seguinte forma simétrica. 
E Sea Же 


= A 


Seja A o ponto que anula todos os termos da equação acima. Determine o ponto P 
pertencente a r tal que P diste 5 unidades de comprimento de A. 


= 
2 
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Solucáo: 


Da equação de r, o ponto A é (0,1,4). Seja t um parámetro real, tal que: 


х = 2 
EH = у = 5.1 + 1 
5 2= 41+ 4 


Logo, сото Р pertence а reta, será da forma: 
Р(21, Y5-t « 1 4t + 4) 


Como AP = 5, temos: 


AP =P - A = (2t 4/5, 4t) = 5 = үа? + 502 +16% > t=+1 


Hå portanto, dois pontos que atendem ás condições do enunciado: 


= (2, 5 +18) ou P=(-2-/5 +10) 


Exemplo 2.3.e Mostre que sendo r e s duas retas dadas, com vetores diretores 


ú e V,o ângulo agudo entre elas é dado рог: 


ez arecos| y 2 
Discuta as possibilidades de posigáo relativas entre as duas retas. 


Solução: 


Figura | 


O ângulo Ө é o ângulo entre as retas coincide com o ángulo entre os vetores diretores 
ü e v. Do produto escalar entre estes dois vetores, temos: 


0-У = [u]-|V|. cose 
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Para garantirmos que estamos tomando o ángulo agudo entre as duas retas, 
aplicamos o módulo na expressáo de cosq 


cos6 = UN 
(ЙЫ W) 


A expressão acima vale para todas as possibilidades de posição relativa entre as 
duas retas: 


res são paralelas: 0-9 = 0.К.0 = К.|02 > cose=1 > 98-0? 


res ѕдо perpendiculares: 0:9 = 0 > cos86=0 = Ө = 90° 


f \ 
res são concorrentes ou reversas. O = SA EE zi 
u 


Distància entre duas Retas 


Se duas retas r e s nào sáo concorrentes poderemos calcular a distáncia entre 


elas. Isto ocorrerá em somente dois casos: quando as duas retas forem paralelas 
ou quando forem reversas. 


Retas re s sáo paralelas: 


Figura 2.3.3 


Neste caso, a distáncia entre as duas retas será a distáncia de um ponto qualquer 
de uma das retas à outra. Bastará portanto, aplicar o resultado 2.1.2 


Retas re s sáo reversas: 


Figura 2.3.4 
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Se re s sáo reversas, a distáncia entre as retas será dada pelo comprimento do 
segmento de reta (p) perpendicular comum. 


O vetor diretor da reta р será perpendicular a ambos os vetores diretores v, € V, 
das retas r e s. Podemos dizer entào que: 


Vp И V, XX, 
Tome um ponto R sobre a reta r, e um ponto S sobre a reta s. A projeção do vetor RS 


sobre o vetor V, será justamente o vetor que liga os pontos extremos do segmento 
perpendicular comum entre as duas retas. 


d(r.s) = JR'S1 = projy, RS 
Usando a expressão para a projeção de um vetor (Resultado 1.3.6): 
RS-v 
P д 
A 
Pol 


Dadas duas retas reversasr e s, cujos vetores diretores são V, e V¿, a distância | 
entre elas é dada por: 


_ |RS-9,| [RS- (v, х, )] 


d(r,s = proi; RS| = = P. 
(r.s) Vo [Vol [Ve x vs 


konde R é um ponto qualquer de r e S é um ponto qualquer de s. 


Resultado 2.3.4 


Exemplo 2.3.f Dadas as retas r e s a seguir verifique se elas são concorrentes, 
paralelas, ou reversas. Se elas não forem concorrentes, calcule a distância entre 
elas. 


(1+ 2t,3 + 4t 5 + t) 
(1 + 21-1 + 2-3 + t) 


г: (x yz) 
(x.y.z) 


Solução: 


De imediato vemos que as retas nào são paralelas, pois seus vetores diretores não 
são paralelos: 


% = (2,4,1), 9, = (2.2.1) 


Vamos verificar se essas retas sáo coplanares (neste caso seriam, entáo, 
concorrentes) ou náo coplanares (neste caso seriam reversas). Tomemos 2 pontos 


quaisquer P, e Р. pertencentes a ге s. 
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Fazendo t = O nas equações das retas ге s temos, por exemplo: 
Р. = (1, 3, 5) 


Aaa = 0 -4 -8) 


Vamos verificar a coplanaridade dos vetores V,, V, е Р.Р, : 


24 1 
[%.%.БР„]=|2 2 1|=32x0 
0 -4 -8 


Como os vetores v,, v, e PP, não são coplanares, as retas r e s são retas 
reversas. 


A distància será calculada usando o resultado 2.3.4: 


2.4. Equação do Plano 


Assim como o caso da reta, a definicáo de "plano" é táo intuitiva que é quase 
dispensável. Tanto é intuitiva que a geometria Euclidiana costuma tratar a nogáo de 
plano como primitiva. Para manter a coeréncia com o que já vimos até o momento, 
vamos definir um plano da seguinte forma. 


São dados 3 pontos no espaço A, B e C nào colineares. O subconjunto do R? de 


pontos X tais que AX é combinação linear de AB e AC é o chamado plano 
definido pelos pontos O, A e C. | 


Definição 2.4.1 


PLE P 
e 


HO = AS 


Figura 2.4.1 
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Dados os pontos A = (х. Ya: za). B= (Xy. yy z) ec= (х. Ye 2.). vejamos como 
determinamos a equação analitica de um plano. 

AX = a; -AB +a, -АС, Apt ER 
De onde tem-se: 

Х-А=о,(В-А) + a; (C-A) 

(xyz) = (ха, Yar Za) +01: (Xp 7 Xar Yo Уа Zo 7 Za) 

+ 02 (Xo—Xar Ус Ya: Ze- Za) 
х=Х + 01:(Xp=X2) + 05: (X; - X4) 
Y=Ya + (Yo -Ya) + Go (Ye—Ya) 
2=2„ + Q (2 -2,) + gozo -®) 


> 


Forma Paramétrica da Equagáo do Plano 

Dados os pontos A = (x,.y,,z,), B = (X,.Y,,Zp). C = (X,y,z,), a equação do plano , 
definido por estes pontos é 

ха) +02" (xe - xa) 

y = Ya +01 (Yo - Ya) +02 (У-У) +44 а ER 

ls Za + 04 (z -2)+@;- (ze —2a 


X = Xa +04 (Xy - 


Definigáo 2.4.2 
Notaremos que os termos que acompanham a, e a, no conjunto de equações acima 
sáo coordenadas de dois vetores paralelos ao plano (náo paralelos entre si). 


Da equipoléncia de vetores no R? poderiamos escrever a equagáo paramétrica de 
um plano, de maneira geral, da seguinte forma: 


Considere A = (x,,y,,z,) e os vetores й = (x, yy Zu) € V=(x,,y,,Z,), nào 
paralelos (Linearmente Independentes) entre si, mas paralelos a um mesmo 
plano que contém o ponto A. 


A equagáo deste plano, na sua forma paramétrica pode ser escrita como: 
X = Xa + X +U7*Xy 
DD UO Ea ‚©, Ag eR 
2 = 2а + 020 05:2, 


Os vetores U e V formam um conjunto de Vetores Diretores do plano. Como 


existem infinitos conjuntos de pares ü, V linearmente independentes e paralelos 
ao plano, existiráo infinitos pares de vetores diretores a um plano. 


Resultado 2.4.1 
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Um plano também pode ser definido por um vetor perpendicular ao mesmo, e por 
pelo qual deve passar. 


Vejamos! 


P i 
Patas 


Figura 2.4.2 
Seja N- (a,b,c) o vetor perpendicular ao plano e P, = (X,.y,.z,) o ponto fixo 
pertencente ao plano. Qualquer outro ponto Р = (x,y,z) pertencerá ao plano desde 
que o vetor РР, seja perpendicular а N. 
PP,IN > (xo;-x у-у, 20-2) (a b c) = 0 
> a(xy-x)+b-(yo-y) + e (zo-z) = 0 
> ax +b:y+cz- (a xg + Б-у + czg) = 0 


Fazendo d=-(a-Xy + b-yy + C-Zo), temos uma segunda forma da equação 
do plano. 


Forma Geral da Equagáo do Plano: 
Seja (X,,Y,,2,) um ponto do plano. Os pontos (x,y,z) deste plano atendem à 
seguinte equação: 

ax+ by + cz+d=0 


Onde (a,b,c) é um vetor normal qualquer ao plano e 


d=-(a-xp + Б-у + C-Zp) 


е uma constante cujo valor é obtido ao substituirmos um ponto pertencente ao 
plano na equação acima. 


Definição 2.4.3 


A Forma Geral da equação do plano é equivalente à forma paramétrica. Como 


exercício elimine os parámetros a, e о„ na equação da definição 2.4.2 e mostre 
esta equivaléncia. 
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Exemplo 2.4.4 Determine a equação do plano que passa pelos pontos de 
coordenadas А = (1,0,-1), B = (3,2,0), C = (1,1,2). 


12 Solução: 


Figura 1 


Sendo X = (x,y,z) um ponto qualquer do plano os vetores АХ, AB e AC serão 
linearmente dependentes. Do resultado do exercício 1.26 de fixagáo, temos que: 


[АХ AB, AC] - o 
Podemos interpretar a equação acima pelo fato de que os vetores não apresentam 
volume (são coplanares). 


x-1 y-0 2+1 
[АХ AB,AC|]=0 = |2 2 1-0 
0 1 3 
> 6.(х-1) + 2.(2+1) – 1(x-1) – 6-y=0 


Desenvolvendo temos a equação do plano pedida: |5x — 6y + 2z - 3-0 


22 Solução: 


Note que o vetor dado pelo produto vetorial AB x AC será perpendicular ao plano. 


k 
B x AC = 1|= 5-1- 6.) + 2-k=(5, —6, 2) 
3 


O N => 
2 № 2 


Logo a equação do plano será da forma: 5х - бу + 22 + d = 0. 


Substituindo o ponto A = (1,0,-1) no plano teremos: 


5-1 - 6.0«2.(-) +94 = 0 хоо d=-3, 


A equação do plano é, portanto: |5-x — 6:y + 2.2 - 3 = 0 
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Exemplo 2.4.b (IME 1998 - adaptada) Resolva o sistema linear abaixo em fungáo 
dos parámetros a e 3. Em seguida, interprete geometricamente o que ocorre com 
o sistema para os diversos valores destes parámetros. 


lad x — 2y + 32=-4 
ma: 5x – бу + 7z=-8 
k бх + By + oz- p 


Solução: 


As equações lineares representam 3 planos (л,, x,, x,) nào paralelos (uma vez que 
seus vetores normais não são paralelos). Os dois primeiros planos, por não serem 
paralelos, com certeza terão uma reta como interseção. Usando as 2 primeiras 
equações vamos expressar x e y em função de z: 


aad deis [ 
6 8 7 zi 


|= 676 


х= 2+2 
у= 3 + 22 


-hamando 2 = t, onde t será um parámetro variando nos reais, determinamos a 
equação da reta interseção 1, Na): 


| =2+t 
публ: jy=3+2tteR 
[ел 


Para analisar as soluções do sistema, bastará analisarmos a interseção desta reta 
com o plano p,. 


В ~ 36 


N : 6(2 + t) + 8(3 + 2t = В t= 
(mAn) anz: 6( ) (3 + 21) + о po a 3 22 


Analisemos algumas possibilidades. 
1? caso: о = -22, В = 36 


Nesse caso a interseção (n, сул) гулу ocorrerá para todo t real, pois: 


6(2 + t) + 8(3 + 2t) - 22t=36 vt 


Ou seja, todo ponto da reta resultante da interseção entre os 2 primeiros planos p, 
e p, também será ponto de p,. Ainterseção entre os 3 planos é portanto esta reta. 
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[> 


À 


Figura | - Sistema Possível Indeterminado 


2? caso: a = —22, В # 36 
Neste caso nào haverá t real que satisfaça a equação da interseção (л, A n2) ^ 2 , pois: 


PB=36 = 6(2 + t)+ 8(3 + 2) - 22t-f*0 м 


Ou seja, nenhum ponto da reta resultante da intersegáo entre os 2 primeiros planos 
p, € p, também será ponto de p,. A intersegáo simultánea entre os 3 planos é 
portanto, o conjunto vazio. 


вы 


Figura Il - Sistema Impossivel 


3º caso: q # 22 


Nesse caso haverá uma única solução para a interseção (n, dod 


B-36 2-36 3,2 (e 36) p 5) 


t= 
a + 22 22 a 


э (пепо) лз -(2+ 
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Figura Ill - Sistema Possível e Determinado 


Distância entre Ponto e Plano 
Considere P = (x,y,,z,) um ponto não pertencente ао plano л de equação: 
а-х + b-y + cz + d = 0. А distância do ponto P ao plano x é dada рог: 


axo + Б-у +C Zo + d 
d(P, л) =! 0 : - 2 | 
Ja +b +e 


Resultado 2.4.2 


= (хоУо20) 
IN 


Fiqura 2.4.3 


Demonstragáo: 
Seja P = (x, y. 2.) um ponto qualquer no plano. Consideremos o módulo do produto 


escalar entre os vetores PP, e N.x 


[PB -N| = [N-[PPo]-lcosa] > (Р, л) = — 


-d(P.n) 
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Desenvolvendo: 
llo — Xp» Yo -Yp Zo — Zp) (a, b, c) 
Ма? + b? ec? 
* |а-х„ +by +ezo —(а-х„ +by, + c:z,) 
Ма? + b? + 0? 


Сото Р = (х„у„.2„) pertence ao plano: a- X, + b. yy + с:2, = -d 


d(P,x) = 


Logo: 
|-(a Xo + b- Yo +C Zy + 9) А la.X, + b-ys + Cz, + d 
Ма? + b? + с? Ja? + 62 + с? 


A LN 


Vocé reaprou que esta fórmula se 
parece (e muito!) com a fórmula 


( E a da distância de um Ponto a uma 
asa reta no R? 2 
A 


dá 


Exemplo 2.4.c Calcule a área da seção determinada por um plano que intercepta um 
cubo ABCD-EFGH (em função da aresta 'a') pelos pontos médios de duas arestas 
de vértice comum G e pelo ponto médio da aresta ortogonal (e reversa) àquelas 
arestas. Calcule também a distância de G a este plano. 


Solução: 
Os pontos T, P e Q determinam o plano em questão. Vamos achar a equação 


deste plano sabendo que qualquer ponto X = (x,y,z) pertencer ao plano desde que 
o produto misto dos vetores TX, TP e TQ seja nulo. 


x y 2-2 
y 2 


А он аа + UE 
ES EU 4 8 


NI 


D 
NI NIY 


NID 
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G = (a,a,a) 


' Е la a) 
y = 023 7 C = (a,a.0) 
MES x 


Fig. | Fig. 1! 


Simplificando chegamos à equação do plano: 2x + 2y – 6z + За = 0 


Com esta equação fica fácil encontrarmos os pontos de interseção do plano com 
as demais arestas. 


Fazendo x = a, y = O temos a interseção do plano com BF: M = (a, 0, 5.a/6) 
Fazendo x = 0, y=a temos a interseção do plano com DH: N = (0, a, 5a/6) 


As demais interseções ocorrem fora do cubo. 


Fig. Ш 


Para determinar a área da seção vamos usar o resultado 1.4.6. Podemos separar 
a área da seção TMQPN em 3 triângulos e usarmos a simetria do problema. 


Атмарм = Arma + Arop + Атрм = 2Атмо + Atop 


Cie nt 
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Logo: Armopn = 2 (+a x ти) +z [0x TP). onde 


3 
== aa 
mA. а-та а 
(2.3.3) 
= a a 
TP=P-T=|= as 
(2 ^2) 
i jk ij 
a a 1 а 
Armorn = [а 3 21 + 21]? 2 
а а 
оа d 
a 3 5 а 
La ra. a 1|;а2 ; 
= — + | -k + =—H—-j 
6 6 2 2 4 
9 


> |9, MÍO nim x 


A distáncia do ponto G até o plano é dada pelo resultado 2.4.2: 


|2а + 2а – ба + За| a 


d(G, plano) = =-= 
(22 +22+(-6)2 v44 

d(G, plano) = 25 

| 2411 
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Exemplo 2.4.d Mostre que sendo x e a dois planos com vetores normais ñ, € й, 


o ángulo diedro entre eles é dado por: 


Ө = arcos Pel 
ДА П [бе| 
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Solugáo: 


Figura 1 


Da figura acima: 0 + ф 90? + 90° =360º > q=180º-0 


O ángulo Ф é o ângulo entre os vetores normais п, e ñ,- Do produto escalar entre 
estes dois vetores, temos: 


Mr Ma = fri Pal cose 

-cos8 
Para garantirmos que estamos tomando o àngulo agudo entre os dois planos, 
aplicamos o módulo na expressáo de cosq 


cos0 = ШЕЛ! 
ДАЙ 


&xemplo 2.4.е São dados os dois planos a e fj a seguir. Verifique que estes planos 
náo sáo paralelos, e determine a equacáo da reta resultante da intersegáo entre 
estes dois planos. 
1+t - 2, 
о: у=% stoto ER B:2x-y+z+1=0 

lz =—t 


x 
1 


13 Solução: Da equação do plano о, conhecemos um par de vetores diretores 
(paralelos ao plano): os vetores (1,0,—1) e (-2,1,0). 


De imediato, verifica-se que се B nào são paralelos, uma vez que um vetor normal 
de f. o vetor (2, -1, 1), nào é perpendicular a nenhum dos vetores diretores de о. 
(Basta testarmos o produto escalar!) 


O produto vetorial entre os dois vetores diretores do plano a será, portanto, 
perpendicular ao plano. Sendo ñ um vetor normal ao plano: 


j 
0 -1-i + 2j + k-(12,1) 
1 


o 
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A equação do plano será da forma: х + 2y + z + d = 0. Da equação paramétrica 
conhecemos um ponto, por exemplo, (1,0,0). Substituindo este ponto na equação, 
temos: 


1420+0+d=0 ~; d=-1 


A equação do plano œ é: х + 2у + 2 ~ 1 = 0 
A interseção entre os planos a e (3 virá da solução do sistema. 
[2x-y+2+1=0 
1х + 2у +2 – 1= 0 
Como os vetores normais destes planos nào sáo paralelos, os planos também nào 
o sáo. A intersecao entre eles será portanto uma reta. 


Fazendo 2 = t o parámetro a ser variado nos reais, obtemos a equação desta reta: 


-3t -1 
х= 


Ш 
I 
~ 
| 
E 


[2x - y 
[х + 2y 


П] 
A 
і 
- 


| _3-t 
ET. 


Isolando t obtemos a equação da reta em sua forma simétrica: 


21 Solução: 
P 
| Da 
v al | 
Figura | 


Seja V o vetor diretor da reta resultante. Da figura | acima, note que у е 


perpendicular а ambos os vetores normais ñ, e Àp- Logo V deverá ser paralelo 
ao produto vetorial. Aproveitando a dedução da 1? solução temos: 


й, = (12,1) 
йр = (2, -11) 


N => 


k 
vi 1|=3+j-5k=(3, 1 -5) 
1 


i 
1 
2 -1 
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Conhecendo um ponto desta reta poderemos obter a equacáo da reta. Substituindo 
as equações do plano a em f: 


2(1 +t - 26) - 6 - 0+1=0 > -5p+t+3=0 
Por exemplo, fazendo t, = 2, teremos t, = 1. 
|х 2142-241 
O ponto | 


у = 1 = (1 1 – 2), portanto, pertence a esta reta. 
2 = -2 


A equação simétrica da reta interseção pode, então, ser escrita: 


Ué?? Por que as 
equações obtidas nas 2 
soluções são diferentes? 
Não deveriam ser iguais? 


OBS.: Embora as equações achadas na 1а e 2a solução pareçam completamente 
diferentes elas representam a mesma reta exatamente. 


Fica como exercício ao leitor verificar este fato. 
2.5. Equação da Esfera 


Seja C = (х,.у,.2,) um ponto no espaço R3, O conjunto dos pontos P tais que a | 
distância de P a C é constante e vale R é chamada esfera de centro em C e raio К. : 


Definigáo 2.5.1 


\ 
` 
© PY (х,у,2) 


== 
- 


! 
т---© ш (хауа) po 


Fiqura 2.5.1 
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A equação da esfera é obtida facilmente seguindo a definição. Seja um ponto 
qualquer P = (x,y,z) da esfera. 


d(P.C) = Jx- хо)? *(y- yo +(2+ zyY =R 
Elevando ao quadrado chegamos a: 
(x- хо)? +(у уо)? +(2+ zo =R? 
A equação dos pontos Р = (x,y,z) pertencentes à esfera com centro em 
C = (ху) e raio R é: 
(x- xo)? + (у уо)? + (2+2) =R? 


Resultado 2.5.1 


Exemplo 2.5.a Identifique geometricamente os subconjuntos do R? dados pelas 
equações abaixo. Em seguida, determine a área da figura plana resultante da 
intersegáo destes dois subconjuntos. 


a = {(х у, z)eR?:x = 24 -ta у= 14t z= 1- ta t he) 
C - f(x, y z)e R? :x? + y? + 22 – 2x + 2z - 14 = 0) 
Solugáo: 


Rearrumando a : (x,y,z) = (2,1,0).t, + (-10.-1).t; 


O conjunto o, é um plano que possui um conjunto de vetores diretores formado por. 


0 = (2,10) 
V =(-1,0 - 1) 
O vetor normal deste plano será paralelo ao produto vetorial destes dois vetores 
ij k 
AH|2 1 Oj--i 2-)- k=(-1,2,1) 
-1 0 -1 


A equação do plano é da forma: -x + 2y + z + d = 0. Porém, conhecemos o 
ponto (por exemplo, fazendo t, = t, = 0) P = (0,1,1) pertencente ao plano. 


0+21+1+d=0 > d--3 


O conjunto a é, portanto, um plano cuja equação é: 


-x + 2y+z-3=0 
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Para identificar a equação do conjunto C basta completarmos quadrados: 
x? – 2х + 1+ y?«z? + 22 + 1- 14 = 1+1 


> (x-1 «y? + (2+1)? =16 


O conjunto С é portanto, uma esfera de centro em О = (1,0 ,-1) e raio 4. 


А interseção dos conjuntos a e C será uma circunferência. A distância do centro da 
esfera ao plano о vale (resultado 2.4.2): 
-1+ 2.0-1-3 
dog а Е e 5 
der «2.9 v6 


E. = 
= / = z 


Figura | 
Da figura anterior temos, usando o teorema de Pitágoras: 
25 


d(O, a) + r? = R? = от = 16 > dE 


A área da circunferência é n.r? =—— 


Exemplo 2.5.b Determine os planos paralelos ao plano 2:x + y — 2.2 = O que 
sáo tangentes à esfera de centro em (1,1,1) e raio 5. 


Solução: 


Um plano paralelo ao plano 2-x + y — 2-z = O será sempre da forma: 


2.x + y- 2.2+ = 0 


Se o plano deverá ser tangente à esfera, a distância do centro (1,1,1) da esfera até 
о plano deverá ser igual ao seu raio. 
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Eis |2-1+ 1-2-1- d B1. 5 
Jo? -1 +(- 2)° 
De onde segue que: 
d+1=+15 > d=-16 ou d=14 


Os planos sáo, portanto: 
2x+y-22-16=0 е 2x+ y – 22 + 14 = 0 


2.6. Exercícios de Fixação 


Exercicio 2.1 Dados os pontos A = (a,0) e B = (0,b), tomemos sobre a reta AB um 
ponto C de modo que BC = m- AB(m diferente de zero). Pede-se a equação da reta 
perpendicular a AB, a qual passa pelo ponto medio do segmento AC. 


Exercicio 2.2 (ITA - 2009) Sejam C uma circunferência de raio R maior que 4 e 
centro (0, 0) e AB uma corda de C. Sabendo que (1, 3) é ponto médio de AB: então 
uma equação da reta que contém AB е? 


Exercício 2.3 Obtenha a equação da reta que passa pelo ponto (0,2) que equidista 
dos dois pontos A = (4,6) e B = (8,3). 


Exercicio 2.4 Determine y de modo que P(2.y) seja ponto interior do 
triângulo definido pelas retas 2x — у - 7 = 0, 4x – y - 11 = 0 е 
10x – Зу – 25 = 0. 


Exercicio 2.5 (ITA-2010) Determine a equação da circunferência inscrita no triângulo 
cujos vértices são A = (1,1), B = (1,7) e C =(5,4) no plano хОу. 


Exercicio 2.6 Demonstre analiticamente que se 3 pontos no plano sáo náo colineares 
eles definiráo uma circunferéncia. 


Exercicio 2.7 (ITA — 2002) Num sistema de coordenadas cartesianas. duas retas г 
e S, de coeficientes angulares 2 e 1/2 e respectivamente, se interceptam na origem 
O. Se B pertencente a r, e C pertencente a s sáo dois pontos no primeiro quadrante 
tais que o segmento ВС é perpendicular a г e a área do triângulo ОВС vale 1,2 u.a., 
entáo determine a distancia de B ao eixo das ordenadas. 


Exercicio 2.8 Dois lados de um paralelogramo acham-se sobre as retas r e s de 
equações 3x — 4y + 12 = 0 e 5x + бу + 30 = 0. Obtenha as equações das retas 
suportes dos outros dois lados, sabendo que um dos vértices do paralelogramo e 
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Exercício 2.9 (ITA -2009) Considere as n retas г: y = mx + 10, i= 1,2,....n 
em que os coeficientes m, em ordem crescente de i, formam uma progressáo 
aritmética de razão q > 0: Se m, = 0 e a reta г, tangencia a circunferência de equação 
x? + y? z 25, determine o valor de q. 


Exercício 2.10 (IME-1990) Considere a familia de retas representadas pela equação: 


^ 2 


onde p é uma constante positiva dada e m um nümero real variável. 

a) Determine a condição para que num ponto M = (x,, у) do plano cartesiano, 
passem duas retas dessa familia. 

b) Determine o LG dos pontos M para os quais as retas que por eles passem sejam 
perpendiculares. 


Exercício 2.11 É dado um cubo de aresta 4. Considere o ponto P variável no espaço 
de tal forma que a soma dos quadrados das distáncias de P ás 6 faces do cubo é 
constante e vale 48. Determine o Lugar Geométrico de P. 


Exercício 2.12 (ITA — 1999 adaptada) Pelo ponto C: (4,4) são traçadas duas 
retas que tangenciam a curva dada por y = (x — 4)? + 2 nos pontos A e B. Calcule a 
distância do ponto C à reta determinada por A e B. 


Exercicio 2.13 (IME) A e B sáo vértices opostos de um cubo. Considere os pontos 
M, N, P, Q. R, S médios das 6 arestas que nào tém extremidades nem em Anem em 
B. Mostre que esses 6 pontos sào coplanares e calcule a área da segáo MNPQRS. 


Exercício 2.14 y (IME 2003) Seja uma pirámide quadrangular VABCD de base 


quadrada de lado L e aresta lateral L - `2 . Essa pirámide é cortada por um plano que 
contém A e corta VC no seu ponto médio. Determinar a área do poligono formado 
pela seção desse plano nessa pirámide. 


Sugestáo: coloque os seus eixos coordenados com origem no centro do quadrado 
e coincidentes com as diagonais do quadrado e com a altura da pirámide. 
Exercício 2.15 Determine o valor máximo de 2 = x + 2.у sabendo-se que: 


x20,y20, 5х + 2y 2 0, 4y - Зх < 12 
7x + 9y < 63, 3x - 4y < 12 
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Exercício 2.16 (ITA — 2004) Sejamos pontos A = (2, 0),B=(4,0)e P = (3, 5+ 242) A 

a) Determine a equagáo da circunferéncia C, cujo centro está situado no primeiro 
quadrante, passa pelos pontos A e B e à tangente ao eixo y. 

b) Determine as equações das retas tangentes à circunferência C que passam pelo 
ponto P. 


Exercício 2.17 $ (IME 2005) Considere os pontos P е Q sobre faces adjacentes 
de um cubo. Uma formiga percorre, sobre a superficie do cubo, a menor distáncia 
entre P e Q, cruzando a aresta BC em M e a aresta CD em N, conforme ilustrado 
na figura abaixo. 


É dado que os pontos P, Q, M e N sào coplanares. 


a) Demonstre que MN é perpendicular a AC. 
b) Calcule a área da seção do cubo determinada pelo plano que contém P. Q e M 
em função BC = ае BM - b. 


Exercício 2.18 Determinar as retas do feixe a seguir que sáo tangentes à 
circunferência de equação x? + y? + 2x - 4y = 0 


A(3x + 4y - 10) + B-(3x - y ~ 5) = 0 


Exercício 2.19 (ITA — 2005) Seja C a circunferência de centro na origem, passando 
pelo ponto P = (3, 4). Seté a reta tangente a C por Р, determine a circunferéncia 
C' de menor raio, com centro sobre o eixo x e tangente simultaneamente à reta t 
e à circunferéncia C. 


Exercicio 2.20 м Mostre que as retas r e s são reversas. 
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Determine a equagáo dos planos paralelos que contém r e s. Em seguida, determine 
a equação da reta perpendicular comum às duas retas. 


Exercicio 2.21 Seja ABC um triângulo e P um ponto no plano de ABC. A perpendicular 
a AP por P intersecta a reta BC no ponto A'. Analogamente, defina B' e С'. Prove 
que A, B', C' são colineares. 


x-1 y*2 


Exercício 2.22 Seja о o plano que contém a reta = z + 1eoponto 


Р = (-1, 0, 2). Determine a equação do plano В, paralelo a a, que passa pelo ponto 
Q = (3, -2, -1). 


Exercicio 2.23 (IME — 1973) Um circulo de raio R tem seu centro na origem. Á 
tangente ao círculo em um ponto qualquer N, encontra o eixo dos x em M. PorM, 
traca-se uma paralela ao eixo dos y e por М uma paralela ao eixo dos x, sendo que 
estas retas se cortam em P. Determine a equação cartesiana do lugar geométrico 
descrito por Р. 


Exercício 2.24 (ITA — 2007) Considere, no plano cartesiano xy, duas circunferéncias 
C,e С„ que se tangenciam exteriormente em P = (5, 10). O ponto Q =(10,12) é o 
centro de C,. Determine o raio da circunferéncia C, sabendo que ela tangencia a 
reta definida pela equação x = y. 


Exercício 2.25 м Dadas as retas reversas r que passa pelo ponto (1,1,1) e é 
paralela ao vetor (2,1,—1) e s que passa por (0,0,0) e é paralela a (1,1,2), determine 
a equação da perpendicular comum. 


Exercicio 2.26 (EN — 2007) Considere n o plano que contem o centro da esfera 


x2+ y! + 22. 6x + 2y – 4z + 13 = 0 ea reta de equações paramétricas. 


ри 
у= 1-1 ,teR 
la =3 +2 


Determine o volume do tetraedro limitado pelo plano e pelos planos coordenados. 


Exercício 2.27 Sejam A = (1,1,1), B = (2,3,5) e C = (3,4,0). Determine a equação 
da altura do triángulo ABC relativa a A. 


Exercício 2.28 Sejam x e y reais tais que x? + y? — 6x — 8y + 24 = 0. Determine o 
máximo valor de x? * y?. 
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Exercicio 2.29 As circunferéncias distintas C, e C, estáo ambas 
no primeiro quadrante e sáo tangentes aos eixos coordenados e á reta 
X + y = 3. Determine a distância entre os centros de C, e C,. 


Exercício 2.30 Determine a distância entre os planos x + 2y ~ 22 =-1e о 
2x + 4y – 4z 2-4. 


Exercicio 2.31 (EN — 2006) Um plano т, ao interceptar os semieixos coordenados 
positivos, determina sobre estes, segmentos iguais. Sabendo que os pontos 
P=(1,-1,2)e Q = (2,2,1) pertencem a um plano o, pependicular ao plano л. determine 
a equação do plano a. 


Exercício 2.32 Dois pontos P e Q são ditos inversos com relação a uma circunferência 
se são colineares com seu centro, situados na mesma semirreta em relação a ele e 
se o produto de suas distâncias ao centro é igual ao quadrado do raio Determine 
o Lugar geométrico dos pontos inversos dos pontos da reta x + y = 1 com relação 
à circunferência centrada em (5,0) e raio 2. 


Exercício 2.33 Considere os feixes de retas concorrentes (onde p e q são parâmetros 
reais) abaixo. Determine a equação da reta comum aos dois feixes. 
3x-y+3+p(x+y+1)=0 
2x + 2y+2+q(4x-y+2)=0 


Exercicio 2.34 A reta 2x + y = O contem o diâmetro de uma circunferência. Uma 
reta que forma um ângulo de 45º com a primeira e tem declive positivo corta a 
circunferência no ponto (1,1) determina sobre a mesma uma corda com comprimento 
10-12 unidades. Estabelecer as equações da segunda reta e da circunferência. 


Exercicio 2.35 Determine a equação do plano tangente à esfera de equação 
(x -1) *(y- 1)? +(z- 2) = 1 que está mais longe da origem. 
Exercicio 2.36 O ponto P = (3,3) é o centro de um feixe de retas no plano cartesiano. 


Determine as equações das retas desse feixe, perpendiculares entre si. que 
interceptam o eixo Ox nos pontos A e B, e tais que a distância entre eles seja 15/2. 


Exercício 2.37 м Determine a equação da circunferência que passa pelos 
pontos comuns às circunferências de equações (x + ay + (y – 2y = 36 e 
(x + 1)? + (y + 1? = 9, e também pelo ponto (2, — 4). 
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Exercicio 2.38 Considere a circunferéncia dada por x? + y? = 1. Determine o lugar 
geométrico dos pontos de potência igual a 5 com relação a esta circunferência. 


Exercício 2.39 (EN — 1989) Determine a equação da reta s que passa por 


z-2 
P = (1,-2,1) e corta a reta r de equações x ~ 1 = z = 3 tal que r seja 


perpendicular a s. 


Exercício 2.40 y Determine a equação da circunferência que passa pelos 
pontos comuns às circunferências de equações x? + (y + 2f. =8 e 
(x + 1) + (y + 1) = 9, e cujo centro está sobre a reta y = ~ 2x. 


Exercício 2.41 Considere um quadrilátero convexo cujas diagonais coincidem com 
os eixos coordenados. Sejam os vértices marcados pelas coordenadas A = (a,0), 
B = (0,0), C = (c,0) e D = (0,0). Mostre que o quadrilátero será inscritivel se e 


somente se a.c = b-d. 


Exercicio 2.42 % (International Mathematics Olympiads - 1998) No quadrilátero 
convexo ABCD, as diagonais AC e BD sáo perpendiculares e os lados opostos 
AB e CD náo sáo paralelos. Sabemos que o ponto P, onde se interectam as relas 
mediatrizes de AB e CD está no interior de ABCD. Prove que o quadrilátero ABCD 
é inscritivel se, e somente se, os triángulos АВР e СОР têm áreas iguais. 


Sugestáo: Use o resultado do exercicio anterior. 


Exercício 2.43 Considere as equações paramétricas a seguir. 


< 
Il 
< 
o 
+ 
E 
——— 
N 
+ 


Determine o lugar geométrico descrito por essas equações quando t é variado nos 
reais. 


Exercicio 2.44 (Circulo de Apolônio) São dados dois pontos A e B no plano. 
Mostre que o tugar geométrico dos pontos P tais que a razão das distâncias PA e 
PB seja uma constante k é uma circunferência. Esta circunferência é conhecida 
como circunferência de Apolônio do segmento AB. 
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Y SECcÓEs-CÓNICAS 


3.1. Introdução ás Seções Cônicas 


Neste capitulo estudaremos um assunto que vem intrigando Matemáticos já há 
muitos e muitos séculos: As seções cônicas. 


O nome já nos dá uma boa indicação do que trata este assunto. Estudaremos, neste 
capitulo 3, as figuras geométricas resultantes da secção de uma superficie cônica 
reta. Nos capitulos anteriores já nos deparamos com situações em que “cortamos” 
cubos e esferas para analisarmos a figura geométrica resultante no plano de secção. 


Superfície 
Cônica Reta 


E 


ras e Seção do tipo Segao do tipo 
р P Hipérbole Parábola 
Figura 3.1.1 


As seções cónicas estão mais presentes no nosso universo bem mais do que 
possa aparentar. Vocé provavelmente já ouviu falar que a Terra percorre uma órbita 
eliptica em torno do Sol. Um corpo sobre асао puramente gravitacional descreve 
um movimento que é representado geometricamente por uma seção cônica! 
Dependendo da energia do sistema, esta órbita pode ser uma elipse, uma hipérbole 
ou uma parábola. No caso da órbita Terrestre, a órbita é uma elipse, tendo o Sol 
como um dos Focos desta elipse. 
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© 


Figura 3.1.2 – Orbita Terra-Sol ё uma elipse (Lei de Kepler -1605) 


Vocé sabia que de acordo com a Teoria Aerodinámica, a forma plana de asa que 
possui o menor arrasto induzido é uma asa eliptica? O alto custo de fabricação de 
uma asa elíptica além de problemas decorrentes da distribuigáo de sustentagáo 
uniforme deste tipo de asa (uma asa elíptica estola toda simultaneamente, gerando 
alguns perigos como perda de controle) nào permitiu que avioes com estas asas 
Obtivessem muito sucesso. 


Uma das aeronaves mais famosas com este tipo de configuracáo é o Spitfire, o aviáo 
de caça británico (único caga aliado em operação na 22 Guerra Mundial) projetado 
por Reginald Mitchell em 1936. 


Figura 3.1.3 - Spitfire — caga británico da 2? Guerra Mundial 


Na área de Eletrónica e Antenas, vemos um dos exemplos mais marcantes da 
importância do uso de seções cónicas: As antenas parabólicas. A propriedade 
refletora da parábola (que ainda estudaremos!) permite concentrar todo o sinal 
de rádio vindo do infinito em um único ponto para melhorar a recepção. A primeira 
antena refletora parabólica foi construída por Heinrich Hertz em 1888. 


No entanto, o interesse nas seções cônicas data de épocas muito mais antigas 
que o estudo de Kepler para a Astronomia ou as contribuições de Mitchell e Hertz 
para a Aeronáutica e Eletrônica. Os matemáticos da Grécia Antiga, por exemplo, 
já estudavam algumas propriedades muito interessantes a respeito destas figuras 
geométricas. Apolônio de Perga, um dos grandes nomes da História da Geometria, 
já enunciava a seguinte propriedade de seções do tipo elipse em sua extensa e 
histórica monografia sobre o assunto. 


“Dada uma seção cônica do tipo Elipse, existem dois pontos A e B, pertencentes 
ao plano cortante, tais que para todo ponto P da curva resultante da seção, a 
soma das distâncias PA + PB será constante.” 
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Propriedades semelhantes aos demais tipos de secóes também já eram 
geometricamente estudadas na mesma época. Porém, em 1822, um matemático 
Belga chamado Germinal Pierre Dandelin introduziu uma nova ideia que ajudaria a 
demonstrar estas famosas propriedades intrinsecas das secóes cónicas. Adolphe 
Quetelet, também belga, e colega de Dandelin também é citado na história como 


colaborador deste trabalho. 


Germinal Pierre Dandelin 
(1794 ~ 1847) 


Excentricidade 


Dada uma posição de um plano que secciona uma 
superfície cónica no espaço, veremos que existe 
ита ou duas esferas que sáo tangentes ao plano 
e o cone. A estas esferas daremos o nome de 
Esferas de Dandelin. 


Chamaremos o ponto em que cada esfera é 
tangente ao plano de Foco da Segáo Cónica. 


Chamaremos ainda as retas interseção do plano 
cortante com o plano dos pontos de tangéncia 
de cada esfera de Diretrizes da Seção Cónica. 


Vamos ver isso já já com mais detalhe! 


| Considere uma superfície cónica de eixo de revolugáo reto cortada por um plano. 
Sendo с o ângulo que cada geratriz do cone faz com o seu eixo vertical e B о 
ángulo que o plano faz com o mesmo eixo, define-se a excentricidade e da segáo: 


cosf 
cosa 


e= 


Definição 3.1.1 


A definição acima é útil pois nos permite caracterizar o tipo de seção apenas pelo 
parâmetro excentricidade (e). Vejamos: 


Caso 1: 


O plano é obliquo ao eixo vertical e à geratriz do cone, mas só intercepta uma das 
partes do cone. A seção resultante é chamada elipse. 


eixo 
! 


Figura 3.1.4 
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Neste caso, O < cosf < cosa < 1. 


Caso 2: 


O plano é obliquo ao eixo e á geratriz do cone, e intercepta ambas as partes do 
cone. A seção resultante é chamada hipérbole. 


eixo 


6-9 E ыы 


^ 


Figura 3.1.5 


Neste caso, 0 < cosa < соѕВ < 1. 


Caso 3: 


O plano é paralelo à geratriz do cone, e obliquo ao eixo vertical. A segáo resultante 
é chamada parábola. 


eixo 


Figura 3.1.6 


Capituto 3 – Seções Cónicas 141 


Neste caso, с = В, e, logo, cosa. = cosf: 


€parábola 


Caso 4: 


O plano é perpendicular ao eixo vertical do cone. A secáo resultante é uma 
circunferéncia. 


eixo 


Figura 3.1.7 


Para a circunferência, cos} = cos90? = 0: 


Poderíamos ter incluido o caso 4 dentro do caso 1, se considerarmos que a 
circunferéncia é um caso particular da elipse. Por enquanto, por motivos didáticos, 
preferimos citá-los separadamente. 


| 1º Teorema de Dandelin-Quetelet (Elipses) 


Considere uma seção cônica do tipo elipse. Imagine as duas esferas de Dandelin 
inscritas no cone e tangentes ao plano de seção. Os pontos de tangência A e 
B, denominados focos da elipse, são tais que, para todo ponto P pertencente 
à curva originada: 


PA+PB Ø constante 


Resultado 3.1.1 
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Demonstração: 


Figura 3.1.8 — Esferas de Dandelin — Seção do Tipo Elipse 


Afigura acima mostra as esferas de Dandelin para uma seção cônica do tipo Elipse. 
Consideremos as esferas de Dandelin, tangentes ao plano cortante em A e B. Seja P 
um ponto qualquer da elipse. Traçamos a geratriz do cone passando por P. Como as 
esferas de Dandelin são tangentes ao cone, esta geratriz será tangente às esferas 
em T, e T, como indica a figura 3.1.9. 


Figura 3.1.9 — 1? Teorema de Dandelin - Elipses 


Como P é um ponto externo à menor das esferas, PT, é tangente à esfera. O mesmo 


acontece com o segmento PB. Segue entáo, da propriedade de potencia de um 
ponto com relação à esfera, que: 


PTe = PB 
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Como raciocinio exatamente análogo para a segunda esfera, tem-se: 


PTa =PA 


ComoT, Ta = ТАР + PTe. temos que: PA « PB = Tale 
Agora note que o comprimento T,T, será constante e igual à geratriz do tronco de 
cone destacado para qualquer ponto P que tomarmos sobre elipse. 


PA+PB=constante a 


1º Teorema de Dandelin-Quetelet (Hipérboles) 


Considere uma seção cônica do tipo hipérbole. Imagine as duas esferas de 
Dandelin inscritas no cone e tangentes ao plano de seção. Os pontos de 
tangência Ae B, denominados focos da hipérbole, são tais que, para todo ponto 
P pertencente à curva originada: 


PA-PB é constante 


Resultado 3.1.2 


Demonstração: O raciocínio que demonstra este resultado para o caso hipérbole 
é análogo ao que foi feito para o caso elipse. Ainda assim, pedimos que o leitor 
acompanhe atentamente esta demonstração para fixar bem a ideia de Dandelin e 
Quetelet. 


Figura 3.1.10 — Esferas de Dandelin ~ Seção do Tipo Hipérbole 


A figura acima mostra as esferas de Dandelin para uma secáo cónica do tipo 
Hipérbole. Consideremos as esferas de Dandelin, tangentes ao plano cortante em 
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A e B. Além disso, considere os planos m, e r,, os planos da interseção entre cada 
esfera e o cone. 


Figura 3.1.11 — Esferas de Dandelin — Seção do Tipo Hipérbole 


Seja P um ponto qualquer da hipérbole. Traçamos a geratriz do cone passando por 
P. Como as esferas de Dandelin sáo tangentes ao cone, esta geratriz será tangente 
ás esferas em T, e Т,. como indica a figura 3.1.11. Como Р é um ponto externo, 
PT, é tangente à esfera. O mesmo acontece com o segmento PB. Segue entáo, da 
propriedade de potência de um ponto com relação à esfera, que: 


PTa = PB 
Com o raciocínio exatamente análogo para a segunda esfera, tem-se: 
PTa = БА 
Logo: PTa - PTa - PB - PA 


Agora note que o comprimento PTa -РТ, é iguala geratriz que liga os planos x, € ny- 


Este comprimento será constante para qualquer P que tomarmos sobre a hipérbole. 
Com isso: 


PB -PA = constante 
Se tomássemos P pertencente ao outro ramo da hipérbole, chegariamos a: 
РТ, - PE = PA - PB 


Neste caso teremos que PA -PB será constante e igual á constante da diferença 
encontrada para o outro ramo. 
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De maneira geral, vale que, sendo P um ponto da hipérbole qualquer: 


PB - PA] =constante a 


O teorema que ficou conhecido como 2º Teorema de Dandelin também é demonstrado 
usando as esferas de Dandelin. Tal teorema já era conhecido pelos matemáticos 
da Grécia Antiga como Pappus de Alexandria, porém a representacáo das esferas 
de Dandelin facilita muito a demonstração. 


Curiosamente, náo foi o próprio Dandelin que demonstrou o teorema usando sua 
ideia, mas sim um matemático chamado Pierce Morton alguns anos depois, em 1829. 


Como veremos a seguir, a demonstração requer um pouco mais de “visão espacial" 
que os primeiros resultados de Dandelin-Quetelet. Leia e releia com atenção. 


2º Teorema de Dandelin-Quetelet 


Considere uma superfície cônica de eixo de revolução reto sendo cortado por um 
plano д. Se Р é um ponto qualquer da interseção, então existe um ponto F e uma 
reta d fixos, pertencentes ao plano de corte л, tais que: 

PF 

== =e 


Pd 


Resultado 3.1.3 


Demonstração. Considere a esfera de Dandelin tangente ao cone (seja C a 
circunferência formada pela interseção desta esfera e do cone). Seja n o plano 
que contém C. 


Seja F o ponto de tangência do plano de seção x , e d a reta resultante da interseção 
do plano л e do plano п. 


Figura 3.1.12 
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Seja P o ponto qualquer sobre a seção cônica: 


Considere О, o ponto que é interseção da linha que passa por P e é paralela ao 
eixo reto do cone e o plano n. Seja A o ponto em que a linha que liga P ao vértice 
do cone cruza a circunferéncia C. Seja ainda D a projegáo de P sobre a reta d. 


Figura 3.1.13 


Vamos destacar o plano que contém os pontos P, Q e A: 


A Q 
P 
Figura 3.1.14 


Note que o ángulo APQ é também o ángulo cada geratriz do cone faz com o seu 
eixo vertical. Da definição 3.1.1 este ângulo é o. 


Como o triángulo PQA é retângulo, temos: PQ=PA-cosa (Eq.I) 
Vamos destacar o plano que contém os pontos P, Q, e D. 
ог D 


p/ 


Figura 3.1.15 
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Note que o ângulo QPD éo ángulo que o plano л faz com o eixo vertical do cone. 
Da definição 3.1.1 este ângulo é p. 
Como o triângulo PQD é retângulo, temos: PQ =РО. cosp (Еа!) 


De onde segue que: 
PA-cosa =PD-cosp (Eq. III) 
Como PA e PF sáo tangentes à esfera, da propriedade de poténcia relativa à esfera, 
tem-se que: 
PA-PF (EqIV) 
Substituindo (IV) em (III), provamos o teorema: 


PF.cosa = PD-cosp = E Соз 
Pd cosa 


O resultado anterior vale para os 3 tipos de seções cónica. Areta d como definida 

no enunciado do resultado anterior é chamada Reta diretriz da segáo cónica. 

Como no caso das secóes do tipo elipse e hipérbole há duas esferas de Dandelin, 
para estas seções haverá sempre duas diretrizes. 


Definição 3.1.2 


Exemplo 3.1.a (IME 1982 — adaptada) Considere uma seção do tipo elipse, 
conforme a figura abaixo. São dados: o comprimento AA = К, a excentricidade da 
seção iguala /6/3 eo ângulo que o plano da elipse forma com o eixo do cone de 
45º. Pede-se, em função de k, a distância do vértice V do cone ao plano da elipse. 


eixo 
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Solução 


Do enunciado, temos que: 


Com isso: a = 30° 


Deseja-se encontrar o valor de х па figura a seguir: 


Do triángulo A'PV, temos que: VA'= ME Р 
: » И cos(15º) 
Da lei dos senos no triángulo МАА": 
VA 2 АА! E x - LS 
sen(1 5°) ѕеп(60°) ѕеп(15°). cos(1 5°) Уз 


Ora, mas sabemos que: 


2sen(15º)-cos(15º) = sen(30º) = - 
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Logo: 


Ou ainda: 


Degenerações 


Os casos limites em que o plano que secciona o cone circular reto passa pelo 
vértice do cone geram figuras geométricas resultantes diferentes das esperadas. 
Estas figuras geométricas são chamadas de degenerações da seção cônica. 


Definição 3.1.3 


Vejamos na figura abaixo as degenerações de cada tipo de seção cônica. 


<> CE 


А EN, 
[D NR 

Ponto Duas Retas Concorrentes А 
(elipse degenerada) (hipérbole degenerada) Uma única reta 


(parábala degenerada) 
Figura 3.1.16 


Falaremos destes e outros tipos de degenerações das seções cónicas de maneira 
mais profunda no Capitulo 4. 


3.2. Elipses 


Aprimeira das três seções cónicas, que estudaremos mais a fundo neste capitulo, é 
a elipse. Relembremos o resultado do 12 Teorema de Dandelin- Quetelet, e tomemos 
о mesmo como definigáo de Elipse. 


Dados dois pontos no plano F e Е', náo coincidentes, o lugar geométrico dos | 
pontos P tais que a soma das distáncias PF e PF' é constante é uma elipse. ! 


РЕ + РЕ' = constante = 2а 


; Chamaremos, por conveniência futura, esta constante de 2а. 


Definigao 3.2.1 
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Figura 3.2.1 


A condição da existência da elipse é que exista o triângulo РЕЕ'. Ou seja, da condição 
de existéncia do triángulo, para existir elipse, é preciso que: 


Condigáo de Existéncia da Elipse 


amos representar a equacáo do lugar geométrico dos pontos Р = (x, y) pertencentes 
a elipse de focos F e F'. Para isto, utilizaremos um par de eixos com um dos eixos 
coordenados coincidindo com a reta suporte de FF' e o outro coincidindo com a reta 
mediatriz deste mesmo segmento, como ilustrado na figura 3.2.1. 


Da definicáo temos que: PF = 2a – PF' 


Ou ainda: Vix +c} +y? = 2а ~ fix - с)? + y? 

Elevando ao quadrado: 

= (x +c) + y? = 4а? — da f(x - с)? + y? + (х - с)? + y? 

> X + 2xc + cis y! = да? - 4ay(x - с)? + y? + XR - 2xc + єў 
= 2х:с = 4а? - 4a (x - с)? + y? – 2xc 

= 4xc - 4а? = -4a lx - с)? + y? 


> х2 -а= lx cy «y 


Nesse passo é importante avaliar os sinais dos dos lados. Como o lado direito é 
negativo, o lado esquerdo deve ser também, impondo uma condição pro x. 
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Da condicao de existéncia da elipse temos que a > c, e, portanto a? — с? > 0. 
Chamaremos esta constante convenientemente de b?. 


Resultado 3.2.1 Forma Canónica da Equagáo da Elipse com Focos sobre Ox 


Se os eixos coordenados forem escolhidos tais que F e F' estejam nos eixos das 
ordenadas e a mediatriz do segmento FF' esteja sobre o eixo das abscissas, a 
equagáo se torna: 


(a) (b) 


Figura 3.2.2 (a) - Elipse com focos sobre eixo Ox. (b) – Elipse com focos sobre eixo Oy. 
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A partir da equação da elipse na forma canónica, algumas conclusões podem ser 

citadas: 

(1)A elipse é uma figura geométrica fechada. 

(2) Para todo ponto da elipse, o ponto simétrico com relacáo à origem também 
pertence à elipse. A origem, neste caso, é chamada de centro da elipse. 


(3) A aparência da equação da elipse está diretamente ligada ao sistema de eixos 
escolhido. 


Ainda observando a equação da elipse conhecemos os pontos de interseção desta 
curva com os eixos coordenados. 


| В = (0,b) 


В = (0,-b) 


Figura 3.2.3 


É comum convencionar-se utilizar os seguintes termos para se referir a uma elipse. 


АА’ = 2a: eixo maior da elipse (a = semieixo maior da elipse) 


it 


BB' 2b: eixo menor da elipse (b = semieixo menor da elipse) 


GC = 2c: dist ncia focal da elipse (c = semidist ncia focal da elipse) 


Definição 3.2.2 


Da figura 3.2.3 podemos destacar o triângulo BFF'. Como B pertence à elipse. 
tem-se por definição que BF + ВЕ' = 2а. 


Ze x 
п 

Е О F 
4——C——» 


Figura 3.2.4 
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Da figura 3.2.4, aplicando o Teorema de Pitágoras no triángulo BOF": 


а? =b? +c? 


Resultado 3.2.3 Relação Fundamental da Elipse 


Exemplo 3.2.a Determine a equação da elipse tal que o segmento de reta que liga 
um dos focos a uma das extremidades do eixo menor faz 60° com o seu eixo maior, 
cujo comprimento é unitário. 


Solução: 


Figura 3.2.5 
Da figura acima, temos: 
> =to(60º)= 3 . b?=30? (Eq!) 
Da relação fundamental da elipse: 
а? =62 +с2 . а? = 4с? (Eq) 


Das equacóes (1) e (Il), temos: b? = Lal 


M a 28 
4" 16 
A equação da elipse pedida é portanto: 


|x? = 1! 


2 
YN 

ШЕ 
16 


Sendo 2а = 1: а? = 
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Exemplo 3.2.b Considere uma elipse de centro em (x,. y,) diferente da origem. 
Sendo os eixos principais da elipse paralelos aos eixos coordenados Ox e Oy, eo 
eixo contendo os focos da elipse paralelo a Ox, determine sua equação em função 


dos seus parámetros 2.a (comprimento do eixo maior) e 2.b (comprimento do eixo 
menor). 


Figura 3.2.6 


Solução: 
Sendo P = (x, y) um ponto genérico da elipse. Da definição de elipse: 
PF = 2a - PF" 
(х-х+с)* + (у-у)? = 2a - (xo + (у-у) 

Elevando ao quadrado: 

> (x - x cy + (ууу 

= 4a? — aa (x = x с) «(y - Wy + (x -x с) + (у 

> 4(x-x) - 4a? - -4a ll - x, с)? + (y - Y. 


+4а á_ —_a—__ _ _——— 
> (к-к) -a= -y(x -x =c) + (у-у)? 


Elevando novamente ao quadrado: 
2 


y 2 
> (кею) S E + a? = (кеј? – 2 + с® + (у-у) 


$e 
EENE UM um 
a —c 

э (x-xJ- a |t (у-у) = аё-с2 = 


` 
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c 
Então quer dizer дий”. 
quando a elipse tem seu 
centro deslocado, sua 
equação muda igualzinho 
ao caso da circunferência? 


OBS.: Exatamente! No exemplo anterior, façamos a seguinte mudança de 
variaveis: 
a =X-X 
y'= У-У, 


A equação da elipse de centro (x y,) e eixos 2.a e 2.b, nas novas variáveis será: 


(x Y Ы loe 


a? b? 


O novo sistema de eixos x'oy' resultante da mudanga de variáveis transforma a 
equação da elipse deslocada (ou transladada) na sua forma canónica. 


Xx 
Figura 3.2.7 


Geometricamente, a mudança de variáveis deslocou o sistema de eixos x, 
unidades na horizontal e y, unidades na vertical (o sentido depende do sinal 
de x, e y,, que na figura 3.2.7 sáo positivos). Falaremos um pouco mais deste 
assunto no capitulo 4. 


Exemplo 3.2.c Identifique a curva descrita pela seguinte equação: 
16x? + 9y? — 96x + 72у + 144 = 0 
Solugáo: 
16x? + 9y? – 96x + 72у + 144 = 0 
= 16(x? - 6x) + e(y? + 8y) + 144=0 
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Completando quadrados: 
= 16(х2 - 6x + 9) + 9(y? + 8y + 16) + 144 = 16.9 + 9.16 
= 16(x-3) + 9(y+4) =144 
«лаа (x-3) ay 
1-3, (+4) 


o A 


9 16 


A curva é portanto, uma elipse centrada em (3,4), e semieixos iguais a 3 e 4. O 
eixo focal coincide com o eixo Oy. 


Exemplo 3.2.d Identifique a curva descrita pela equagáo: 


16x? + 9y? - 96x + 72у + 288 = 0 


Solugáo: 
Procedendo como no exemplo anterior, completando quadrados, chega-se a: 
> 16-(x-3) + 9-(y «4 =0 


O lado esquerdo é a soma de dois números náo negativos resultando em zero. Isto 
só ocorre quando ambos os termos forem zero! 


x=3 

y=-4 
Logo a equação representa um único ponto (3,4). Embora a equação pareça 
representar uma elipse, trata-se de uma “degeneração” da elipse em um ponto. 
Portanto, cuidado! 
Excentricidade da Elipse 


A excentricidade de uma cônica qualquer já foi definida (definição 3.1.1). Vejamos 
agora um resultado impressionante a respeito da excentricidade! 


da elipse pode ser expressa como: 


' 


О<е= 2 «1 
а 


Resultado 3.2.4 
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Observe que, da condição de existência da elipse vê-se imediatamente que c/a é 
uma constante entre O e 1. Vamos provar que esta constante é exatamente a mesma 
que a excentricidade que já definimos (definição 3.1.1). 


Demonstração: 


Utilizemos o 2º Teorema de Dandelin (Resultado 3.1.3). Para todo ponto P da elipse 


de foco F, existirá uma reta d tal que: 
PE 
= = e 

Pd 


Para facilitarmos a visualização, escolhamos inteligentemente o sistema de eixos 
coordenados. Seja este tal que o eixo Oy coincida com a reta diretriz d, e o eixo 
Ox contenha o ponto F. 


оР = (Xy) 
9 х 
F = (p,0) 
О = (0,0) 
Figura 3.2.8 


Além disso, chamemos a distáncia OF de p, onde p é uma constante dados d e F. 
Desta forma, seja P = (x,y) um ponto qualquer da elipse. 


2 2 
х - + 
M ы жш MESE с 
Ра xl 


Elevando ao quadrado a equação acima: 


pr y? = ex .. x! (1-6?) – 2р-х + y? + р? = 0 


A equação acima deve ser satisfeita para todo ponto da elipse. Como para a elipse, 
a excentricidade é uma constante entre O e 1, temos que e? < 1, e portanto podemos 
dividir a equação por (1 — e?). 


2p y? 2 
2 р. 
х - (5 JE + —— + 5 = 
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Completando quadrados: 


Fazendo (x- р 5 )= x y=y', teremos: 
1-e*. 
2 2 
x 
DR PASSE. LEE 
2 
1-e 1-e? 


A primeira vista, fica difícil interpretar o que acabamos de descobrir. Conforme vimos 
rapidamente na observagáo do Exemplo 3.2.b, a mudanga de variáveis que fizemos 
е uma translação de eixos. 


A equação obtida neste sistema de eixos é a equação da elipse na forma canônica. 


y y 


jn 


Figura 3.2.9 
Da equação obtida, temos: 
pe 
a- 
1- е? 
b = ES 
J1- e? 
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A A A A EA AS c NC 


Lembrando que, para a elipse a? = b? + с? teremos: 
a?.(1- e?) = а2-с2 = а? abe? ame 


с 
= с? = a?.e? ^ e-— 0 
a 


А escolha pela letra p para designar a distância entre um foco e sua diretriz mais 
próxima nào foi ao caso. Esta distáncia é chamada, muitas vezes, de parámetro 
focal da elipse, ou simplesmente, parámetro da elipse (p). 


Definição 3.2.3 


Excentricidade Ex: 
diminuindo a constante 
ET TIT € diminuindo 


T c=0 
cc, 
: C 


«4— — 23— —9 «— ——28——— —» «—— ——2a—— —»  4«4———2a——» 


Figura 3.2.10 


Quanto mais a distância focal 2c se aproximar do comprimento do eixo maior 2a 
da elipse, ou ainda, quanto mais próximo de 1 for a excentricidade, mais achatada 
a mesma será. Se a distáncia focal 2c se aproxima de zero, (se a excentricidade 
se aproxima de zero), a elipse se torna mais arredondada. 


OBS.: Os casos limites e = 0, bem como e = 1 resultam no que chamamos de 
degenerações da elipse. A elipse degenerada devido à excentricidade e = 1 é 
um segmento de reta de comprimento 2.a. Já no caso e = O, trata-se de uma 
elipse se degenerando em uma circunferência. 


Exemplo 3.2.e Considere a elipse centrada na origem, de excentricidade 1/2 e 


focos sobre o eixo das ordenadas. Dê sua equação sabendo que o seu eixo menor 
tem comprimento 4. 


Solução: Dos dados do enunciado e da relação fundamental da Elipse: 


2b = 4 
e d mE b?-24 
a 2 3 
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Usando a representação da forma canónica para elipses com focos sobre Ou 
(Resultado 3.2.2), temos que a equação da elipse será dada por: 


Equação das Retas Diretrizes 


3 " 
Considere um sistema de coordenadas tal que a equacáo da elipse esteja na 
forma canónica: 


A equação das retas diretrizes (associadas a cada foco), neste caso serão: 


a? 
diretrizes: x = + 


Resultado 3.2.5 


diretriz diretriz 
Figura 3.2.11 


Demonstração: 


O resultado acima é uma consequência do desenvolvimento feito para a 
demonstração do resultado 3.2.4, onde vimos que um sistema de eixos tal que o 
eixo Ox contém os focos da elipse e o eixo Oy é paralelo à diretriz nos dá a equação 
da elipse na sua forma canônica: 
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Onde p. o parámetro da elipse, é a distáncia do foco á diretriz mais próxima. Esta 
conclusáo nos permite dizer, trivialmente, que as retas diretrizes sáo paralelas ao 
eixo menor da elipse. 


Do desenvolvimento da demonstracáo anterior, temos que a distáncia do eixo menor 
da elipse à diretriz vale p/(1 — e?), e com isso a equagáo das diretrizes sáo, neste 
sistema de eixos: 


Mas, também do desenvolvimento sabemos que: 


pe 
а = == 
1- е? 


Finalmente, temos as equações das retas diretrizes: 


a? 
-t— a 
с 


Como exercicio, reflita para onde tendem as retas diretrizes quando a elipse tende 
a se degenerar em uma circunferéncia? 


Do desenvolvimento acima é possivel também descobrir o valor do parámetro da 
elipse em fungáo dos parámetros a, b e c da elipse. 


= = а=—-—————=———————у = —— > р = 
1 - e? с? (а? - e?) p? 
aji- = 
a 


pe pc р:с:а pca b? 
c 


O parâmetro p da elipse (de distância focal c e eixo menor b), definido como a 
distância de um foco à diretriz mais próxima vale: 


b? 
“e 


p 


Resultado 3.2.6 


Raio Vetor da Elipse 


Dada uma elipse e um ponto P pertence à mesma, o vetor que liga um foco a 
P é chamado de raio vetor (também chamado de raio focal) da elipse relativo 
ao ponto P. 


Para cada ponto P da elipse, há exatamente 2 raios vetores. 
Definição 3.2.4 
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Figura 3.2.12 


É possivel calcular uma expressáo simplificada do comprimento dos raios vetores 
relativos a um ponto P. Vejamos a seguir: 


Comprimento dos Raios Vetores: 


Considere a elipse dada na figura 3.2.6, com excentricidade e, e o ponto 
P=(x Yo). 


| 
| 
| 


2 2 
X y 1 


— + m 


Os comprimentos dos raios vetores relativos a P sáo: 
А = РЕ = а + ex 


г= РЕ'= а – е: х, 
Resultado 3.2.7 
Demonstragáo: 


PF = 2-a - PP 


= R*-(2a-ryp = R? = 4а? – 4а-г + г? 


> (хо +)? + yo?) да? – 4a.r + (хо - Y + yo?) 
A —* 
> 2хус + Xp Fy = 4а? - 4a.t - 2х-с + xy re yy 
2 с 
= dar = 4а – 4с => 5r=a-x-|-|=a-e-x 
а 
Сото R + г = 2а, pela definição de elipse: 


R = 2а - (а - е.ху) =а+е:х, 


CarimuLo 3 – Seções Cónicas 163 


Forma Polar do Raio Vetor: 


Considere o raio vetor relativo a um foco F e a um ponto Р da elipse. Seja 0 o 


ángulo que o raio vetor faz com o eixo que contém o foco F. O comprimento deste 
raio vetor será dado por: 


- Pe 
© 1+ е:соѕӨ 


Resultado 3.2.8 


Figura 3.2.13 


Da figura, temos: х= c + r-cosq 


Do resultado 3.1.6: r=a- ex > х= 22" 


Com isso: 

a-r a? 1 

— =C + r- cos0 = — = с + г:| – +с050 

е с е 

a a? -c? 1+ x) p.e 
c e 1+ e cos 

D. ME 
222. 
==» 


Se prolongarmos o segmento PF até atingir novamente a elipse em Р', o segmento 
PP' será uma chamada corda focal. De maneira geral, definimos: 


Se P e P' são dois pontos da elipse tal que o segmento PP” contém um foco F, 
entáo PP' é chamado de uma corda focal da elipse. 


Definição 3.2.5 
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Forma Polar de uma Corda Focal; 


Considere uma corda focal definida pelo segmento PP', com P e P' sobre a elipse, 
passando por um foco. Seja Ө o ángulo que a corda faz com o eixo que contém 
o foco F. O comprimento desta corda PP' será: 


а 2 p.e 
PP" = ——_—— 
1- е2.соѕ20 


Resultado 3.2.9 


Considere r' o comprimento de P'F 


Figura 3.2.13 


NÓ O 

1 + е-созӨ 
A Ls De o 
1+e-cos(r+8) 1-e-cos6 


Do resultado 3.1.7, temos: 


Com isso, o comprimento de uma corda focal qualquer será dado por: 


pp. Pe , pe __ ?e 
1+ e-cos8 1- е.со50 1- е2.соѕ20 


Exemplo 3.2.f Determine o comprimento da corda focal que faz 120° com o eixo 
focal e cujo um dos extremos é um dos extremos do eixo menor da elipse. È dado 
que para esta elipse, a distância focal vale 30. 


Solução: 


Figura 1 
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Aplicando o resultado 3.2.9: 


PP = 2p e 2, а - 2с. " а 


7 2. 20 — 2 
Tor pregosta 1- 5 cos? (120º) JD 
a 


Como 2c = 30, chegamos a: PP' = 48| 


Latus Rectum 


165 


A corda focal perpendicular ao eixo que contém os focos da elipse de semieixos 


aebtem comprimento igual a: 


ES 
7 а 


A 


Este comprimento é chamado de Latus Rectum da Elipse. 
Resultado 3.2.10 


Demonstragáo: 


Figura 3.2.14 


Do teorema de Pitágoras no triángulo PFF' da figura acima, tem-se: 


A+ 
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Exemplo 3.2.g Dentre todas as cordas focais da elipse, mostre que a de comprimento 
minimo tem comprimento igual ao Latus Rectum. 


Solugáo: 
A expressão de uma corda focal é dada por (Resultado 3.2.9) 
PP = 688.2 
1 - e*.cos* 0 


O numerador desta expressáo é uma constante para cada dada elipse. O 
comprimento será portanto, minimo quando for máxima a expressáo: 


f(0) = 1— e?.cos?0 


A expressão de f acima será máxima, quando cos?0 for minimo. Ora, mas sabemos 
que -1«cos0 < -1, logo O < cos? 0 « 1. 


Com essas informações, sabemos que a corda focal será mínima quando 
COS = 0, ou seja, quando Ө = 90°. 


A corda focal que faz 90° com o eixo focal é o Latus Rectum. 


Exemplo 3.2.h (IME-2005 adaptada) Considere uma elipse dada de focos F eF', 
e M um ponto qualquer dessa curva. Traça-se por M duas secantes MF e MF', e 
que interceptam a elipse em P e P', respectivamente. 


a) Mostre que Rn NR é constante. 
MF F 


b) Mostre que ia EA ad é constante. 
FP F'P' 


Solução: 


O 
Р' 
Figura | 
a) Usando o resultado 3.2.8, temos: 
МЕ = Pe | 
14 e-coso 
[Р = pe de pe 


1+ е:соѕ(л+0) 1- e-cose 
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Logo: 
1 1 1 4.-e-cóos0 1 =e-cosd 2a 
o sie E Su << es = constante 
MF РР p.e p.e b 


1 1 2a 
= +=. = 3 
Е FP b 
Logo: 
1 1 2а 
= + аж ш — 
MF FP Ы 
1 1 2a 
= + == = + 
МЕ F'P' b? 
Multiplicando a primeira equação por MF e a segunda por MF", temos: 
тоша т 
ЕР b 
1+ m. = 2а MF 
FP" b 
Somando as equações acima: 
UE RE ех 2 
Dao (MF + MF”) -2= ге - 2 = constante 
FP FP pi / b 


Reta Tangente à Elipse 


Equação da Reta Tangente à Elipse: 
Considere a elipse dada a seguir e o ponto P = (x,,y;). 


2 2 
No E A 


a p? 


A equação da reta tangente à elipse em P é dada por: 
Xo 3 
сеју +120 |. = 1 
| a? | | v) 


Resultado 3.2.11 
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Demonstração: 


Se P é um dos dois pontos da elipse sobre o eixo horizontal, (a,0) e (-a,0) é trivial 
perceber que o resultado acima é válido. Note que a reta tangente nestes casos 
Será x = a e х= -a, respectivamente, o que respeita a equação citada: 


em (2) pr = (B) n 
P=(-a,0) = (8) + (%)y=1 > (22) (5) o х= -а 


Vamos provar que o resultado vale para todos os demais pontos da elipse. Uma reta 
qualquer pode ser representada por y = m: x + h. Como Р pertence à reta, temos: 


yo = M-Xg + h > h = yg - MX 

O sistema abaixo nos dá as interseções da elipse e da reta: 

[у= m-(x- хо) + Yo 

[2.2 + а?-у? = ap? 
Para que a reta seja tangente, a solução do sistema deve ser única! 
02x? + a^ (m(x - x) + y.) = a-b? 
> bx + а? (m? (x - xy. + 2m (x - XS) Yo + vê) = a2.p? 
> x (b? + a?.m?) + x: (2m-a? (Yo -m-xo)) + a? (y, - mx)? - a^ p =0 
Como o ponto P deve ser tangente, a solução desta equação do 2º grau deve ser 


única! Algo nos diz que devemos calcular o discriminante da equação acima e 
obrigá-lo a ser nulo. De fato, este é um caminho. 


Tente e logo verá que as contas se complicam. Ora, a equação é do segundo grau, que só 
pode ter uma única solução. Mas conhecemos esta solução! Trata-se de x = x,. Podemos 
dizer entào que: 
х2.(62 + a* m?) + x (2m-a? (y, - m: хо)) + a2.(y, = mx, - a-b? 
= (o? + am?) (x-x,) 


Da identidade: 


= 
с 
№ 
+ 
ш 
N 
3 
N 
— 
х 
Sn 
i 
ш 
N 
= 
< 
o 
1 
3 
х 
Б 
— 
fo 
m 
N 
= 
ә 
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Desenvolvendo a primeira equação resultante da identidade de Polinômios acima, 
temos: 


2 
mee 
a^.y, 
Como a reta contém o ponto P = (x, y,): 
2 e 2 2 2 2 
» [55 Kuh hey + E. Ef da] = 
a? Yo a? yo Yo tb a? ) Yo 


=1 pois P pertence 


à elipse 
Com isso, temos que a equação da reta tangente é dada por: 
2 2 y ; 
"(Reg y A Cs 
a” Yo Yo b a 


OBS.: Para quem já está familiarizado com Cálculo e o conceito de derivadas, 
poderiamos ter demonstrado o resultado com o seguinte raciocínio. 


Seja y =m:x+ h a reta que buscamos. Sabendo que na equação da elipse y 
i pode ser descrito como uma função de x, derivamos a equação dos dois lados 
com respeito à variável x: 


2 2 2 2 з 
х? у а [© у(х) 2x  2y-y 
L + %1 |420 ә 26625-0 
Za ES p? 2 o 
1 2 
уа Хы 5 (3) 
b? a? / a? ly 


' Substituindo (x,y) pelas coordenadas (x,,y,) de P conheceremos a inclinação a 
reta tangente а curva y = у(х). Tal inclinagáo é justamente o coeficiente angular 
m da reta que buscamos. 


O restante da demonstração é igual feito acima. 


Exemplo 3.2.i Considere uma Elipse de semi-eixos a e b e eixo maior definido 
pelo segmento AA. Seja РР’ uma tangente variável em um ponto M da elipse, 
de modo que P e P' estejam sempre nas retas verticais que passam por A e А, 
respectivamente. Demonstre que o produto AP.A 'P' é constante. 
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Figura 3.2.15 


Solução: 


Seja M = (x,,y,). A equação da reta suporte do segmento PP' será 


Xo Yo ) 
5 |х +1 =1 
| a? | | p) 
Como P e P'estão nas retas x = Cae x = a, respectivamente, as coordenadas destes 
pontos em função de X,Y, São: 


0 а-у, 
2 2 
pala b^  b'.x | 
( Yo ау, 


Com isso: 


х2. yi 
Lembrando que M pertence à elipse: —© + i =1 
22 


ca 4 
zs Р-А'Р'= X = b? = constante 


Exemplo 3.2.j Mostre que as retas não verticais y = m-x + Ja^.m? + b? são 
sempre tangentes à elipse dada por: 


2 2 
x Y 24 


—oToLM 
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Solugáo: 


Considere uma reta não-vertical qualquer de equação y =m x + h. Esta reta será 
tangente à elipse quando o sistema abaixo tiver apenas uma solucáo: 


2 2 
[Sade eis 
a b 
y = mx + h 


Do sistema: 


х2 mx? + 2mhox + Һ2 
a? b? 


> (b? + а? тг). x? + (2a? -m-h)-x + a? (n? -b?)=0 


1 


Para que a solução seja única, a equação do segundo grau acima deve ter 
determinante nulo. 


А = 4a^.m?. n? – 4a? .[p? + a? m). (h? -b?)=0 


pd a2.m?.p? — (b? +a? .m?)-h? + b? (b? + а? .m?)=0 


> nº (nto? - b? — aa) + b? - (b? + а? тё) =0 


«bt 
> h? =b + a-m? 


Ou seja, as retas y = m-x + a?.m? + b? sempre tangente à elipse: 
2 2 
esi +4 49 
а? Ы? 


OBS.: O resultado асіта ё muito importante e poderá ser aplicado em diversas ' 
questões antigas do IME e do ITA. Para aqueles que gostam de truques, vale a 
pena tentar guardar este! A seguir ilustramos um exemplo cuja solução se torna 
muito elegante usando o resultado mostrado. 


Exemplo 3.2.k Use o resultado do exemplo anterior e determine a Equação 
(e identifique o Lugar Geométrico descrito) da interseção de duas tangentes 


perpendiculares a uma elipse dada. 
P 


Figura 3.2.16 
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Solução: 
2 2 
: ç 3 20 х y 
Considere a representacáo da elipse na forma canónica: m) + b? 


Conforme demonstrado no exemplo anterior, uma das tangentes pode ser escrita 
de forma: 


=1 


y =m x+ Ja?.m? + b? 
A segunda tangente deve ser perpendicular a esta, logo sua equação deve ser da 
forma: 
1 
=-—х+һ 

» m 
Novamente, usando o exemplo anterior, para que a reta acima seja tangente à 
elipse, devemos ter: 

2 


I 
h= 12 + 2 
Y m? 


Logo, as equacóes de duas retas tangentes à elipse, e perpendiculares entre si, 
sáo da forma: 


жүс 2 12 2 
у= тх + ya т“ + b |y - mx = а т + b? 
|у = ox + + 62 |т-у+х = Ма? + т? 2 
т Үт 


Elevemos ambas as equagóes acima ao quadrado: 


a?.m? + b? 


d + mix? - 2m-x- y 


m? y? + x? + 2т:х:у = a? + m?.b? 


Seja P = (x,,y,) a interseção destas duas retas. Somemos as duas equações acima 
aplicadas no ponto P. 


A + ya (Lee) = а? (13r) + o. (ee) 


A equagáo do lugar geométrico de P será: 


2 2 2 2 
хо + у = а +b 


Esta equagáo nos diz que о L.G. da intersegáo de duas retas perpendiculares 
tangentes a uma elipse representa uma circunferéncia de centro coincidente com 


o centro da elipse e raio ya? + b?. 
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Figura 1 


3.3. Análise Geométrica das Elipses 


Nós iniciamos a seção 3.2 deduzindo a equação de uma elipse analiticamente. Até 
o momento, o tratamento a respeito das propriedades da elipse foi feito quase que 
inteiramente por meio do algebrismo da Geometria Analítica. 


Muitas vezes, ao se deparar com uma questão de seções cónicas, o aluno 
automaticamente pensa em uma escolha de par de eixos para atacar o problema. 
Embora em muitos casos esta seja uma excelente abordagem, veremos nesta segáo 
3.3 que, em alguns outros casos, a análise puramente geométrica pode significar 
um caminho muito menos trabalhoso. 


Para ilustrar que nem sempre a solução analitica é mais eficiente, vejamos o 
seguinte exemplo: 


Exemplo 3.3.a Sobre uma reta r são traçados A, B e C, nesta ordem. Os comprimentos 
de AB e BC valem 5 e 2, respectivamente. Considere uma circunferência variável 
tangente a r em C. As tangentes a esta circunferência traçadas por A e B cortam- 
se em Р. Determine o lugar geométrico de Р à medida que a circunferência varia 
de tamanho. 


Figura 3.3.1 
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Solucáo: 


Das propriedades que vimos no capítulo 2 a respeito de poténcia de um ponto com 
relação a uma circunferência, sabemos que os segmentos definidos pelas tangentes 
tragadas de um ponto externo a uma circunferéncia sáo iguais. 


Segue que: 
AF AC 
PF PE 
BE BC 


Como é dado que AB 5eBC=2 , temos: 


7=AF=AP+PF=AP+PE «. PA+PE=7 (Eq!) 


Ainda: PB = BE +PE=BC+PE=2+PE .. PB-PE=2 (Eq Il) 
Somando (1) e (1!) teremos: 
PA + PB=9 


Em outras palavras, o ponto variável P é tal que a soma das suas distâncias à dois 
pontos fixos é constante. Relembrando a definição de elipse (definição 3.2.1), temos 
que o lugar geométrico de P é: 


P percorre uma elipse de focos A e B e eixo maior igual a 9. 


E de pensar que ao olhar 
esta questão, eu já teria 
pensado em colocar um par 

de eixos e partido para a 
luta nas contas! 


OBS.: Neste caso, a solução geométrica é, de fato, muito mais simples. Não 
vamos nos iludir achando que a solução por geometria plana sempre será mais 
fácil. O objetivo desta seção é de apenas dar ainda mais ferramentas para que 
o aluno possa escolher qual caminho usar na hora de resolver as questões. | 
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Construgáo Geométrica da Elipse 


Como aprendemos no colégio, sabemos que é possivel desenhar uma circunferéncia 
apenas com o uso de um compasso. A definição e as propriedades vistas na seção 
anterior deste capitulo 3 nos permitem pensar em métodos de construção também 
para o caso de uma elipse. 


Construção 1 


Suponhamos que sáo dados 2 pontos no plano A e B e um comprimento de 2.a 
unidades. Desejamos tracar a elipse de focos A e B e eixo maior igual ao comprimento 
dado. Sabemos que todo ponto P da elipse será tal que: 


PA 4 PB - 2a 


Considere, entáo, um barbante de comprimento igual a 2.a preso em suas 
extremidades nos pontos A e B. 


A B 
Figura 3.3.2 


Esticando este barbante com um lápis, o ponto X aonde aponta a ponta do lápis 
será tal que: 


XA+XB = comprimento do fio = 2a 


х 


Figura 3.3.3 


Como todo ponto X traçado pelo lápis segue a definição da elipse, se movimentarmos 
o lápis de tal forma que ele faça uma volta completa sempre esticando o barbante, 
0 traco resultante será uma elipse de focos A e B e eixo maior 2a. 
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Figura 3.3.4 


Construcáo 2 


Suponhamos que conhecemos os valores desejados do comprimento do semi-eixo 
maior a, e do semi-eixo menor b. Desejamos tracar tal elipse. 


Sabemos que a equagáo de uma elipse centrada na origem de um sistema de eixos 
coordenados e seus eixos coincidindo com os coordenados é: 


x? 2 
gà ^ p 

Para que a equacáo seja satisfeita, devemos ter: 
x? 2 
a? b? 
Ou ainda: 


-а<х<а e-bsysb 


Note que para cada valor de (x,y) pertencente á elipse, existirá um valor de t real, 
entre Ое 2.x, tal que: 


х 
y 


a-cost 
b-sent 


[ 
| 


Esta representagáo da elipse em fungáo de um parámetro t ё chamada de Equagáo 
Paramétrica da Elipse. A equação paramétrica nos dá uma ideia de construção 
geométrica. Vejamos. 


Tracemos, a partir do centro do sistema de coordenadas, uma circunferéncia de 
raio a , e outra de raio b. 
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Figura 3.3.5 


A partir do centro, tracemos uma semirreta que cortará as circunferências nos pontos 
M eN e fará um ángulo Ө com o eixo x. 


Figura 3.3.6 


Passando por M, vamos tragar uma reta paralela ao eixo x, e passando por N uma 
reta paralela ao eixo y. Seja P o ponto de encontro destas duas retas. 


Figura 3.3.7 


Observe que o ponto P terá coordenadas (а.соѕе, b.sen6). Logo P está na elipse 
que desejamos tracar! 
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Figura 3.3.8 


Quanto mais vezes repetirmos o processo, para diversos valores de 8, nos 
aproximaremos mais do traço da elipse. Curiosamente, as duas circunferências 
auxiliadoras nessa construção aparecerão mais vezes de agora em diante. Vamos 
portanto dar nomes a elas. 


Circunferências Principais 


Considere a elipse de respectivos semi-eixos maior e menor a e b. A circunferência 
centrada na origem e com raio a é chamada de circunferência principal maior 
da elipse. 


A circunferência centrada na origem e com raio b é chamada de circunferência 
principal menor da elipse. 


Definição 3.3.1 


Além destas duas, outra circunferência será utilizada nos resultados que veremos 
a seguir. 


Circunferência Diretora 


Considere a elipse de respectivo semi-eixo maior a. A circunferência centrada 
em um foco e com raio 2.a é chamada de circunferência diretora da elipse. 


Definição 3.3.2 
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Diretora Diretora 


Principal 
MaiorN, 


o d 
Principal 
Menor 


Figura 3.3.9 


Construção 3 


A terceira maneira, que citaremos por enquanto, de obter uma elipse é um pouco 
menos prática, mas provavelmente mais fascinante! 


Recorte, em uma folha de papel, um circulo de centro C. Desenhe sobre este círculo 
um ponto fixo P, diferente de C. 


Figura 3.3.10 


Dobremos este recorte de modo que as bordas passem por P. 


Figura 3.3.11 
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Facamos isto várias vezes, sempre marcando o segmento criado pela dobra. А 
figura resultante delimitará uma elipse! 


Figura 3.3.12 


p HMM está me T 
( parecendo louca demais. Pelo ) 


menos nào é nada intuitivo! Será 
M. que é fácil demonstrar? 4 


de d 


Embora este resultado seja uma pouco "louco” de fato, a demonstragáo se baseia 
num resultado simples, porém nào menos fascinante. Vejamos a seguir. 


Propriedade Refletora da Elipse 


Veremos agora um dos resultados mais fascinantes da elipse. 


Seja P um ponto de uma elipse de focos F e F'. A bissetriz externa do triángulo 
FPF' em P é tangente à elipse. 


Resultado 3.3.1 — Teorema das Tangentes 
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Figura 3.3.13 
Demonstração: 


Sabe-se que um ponto M pertencerá a elipse de focos F e F' e comprimento de 
eixo maior 2 - a, quando 


MF + MF' = 2а = constante 


Um ponto M, portanto, nào pertencerá a esta elipse quando MF + MF" + 2a. 


Considere agora os pontos Р, F e F', bem como areta t bissetriz externa do triángulo 
PFF' em P, mencionados no enunciado. 


Seja О o simétrico de F' com relagáo à reta t. Como t é bissetriz do ángulo F'PQ, 
temos que será também mediatriz do segmento F'Q. 


Portanto: PF' = PQ (Ea I) 


Além disso: FQ = FP + РО = FP + ЕР (Eq.il) 
Sendo P um ponto da elipse: FQ =FP + ЕР = 2а (Еа. Il) 
Para mostrar que ї ё tangente а elipse, basta mostrar que Р ё o único ponto de t 


que pertence a elipse. Tomemos outro ponto, Р', pertencente a t. Vamos mostrar 
que P' náo pode pertencer а elipse. 


182 Matemática EM NlveL IME/ITA — Voruue Il 


SF 
Figura 3.3.15 
Como já exposto, t é mediatriz do segmento F'Q. Logo: 
P'F'=P'Q (Eq. IV) 


Do triângulo FP'Q, usando a desigualdade triangular: 


PF + PQ>FQ 
Ou ainda: 
PE + БС > ЁБ + БО 
Juntando as equações (1) e (IV) ao resultado acima: 


PF + PF PF +РЕ'=2а 


.0g0, РЕ PF'22ae portanto P' nào está na elipse. Com isso, t é tangente 
à elipse. y 


Exemplo 3.3.b Mostre que o simétrico de um foco com relagáo a uma tangente 
está na circunferéncia diretora relativa ao outro foco. 


Solugáo: Considere o desenvolvimento da demonstragáo do Resultado 3.3.1 
P' Q 


Figura 1 


Da equação (Ill) do desenvolvimento, temos que, sendo О o simétrico do foco F' 
com ге!асао а tangente t da elipse, temos: 
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Logo, О está na circunferéncia diretora relativa ao foco F. 


O simétrico de um foco com relacáo a uma tangente está na circunferéncia 
diretora relativa ao outro foco. 


Resultado 3.3.2 


A 3* construgáo geométrica de uma elipse que vimos é uma consequéncia do 
resultado do exemplo anterior. Seja o segmento AB uma das dobras feitas no 
procedimento. Da dobra, temos que o ponto simétrico de P com relação a AB estará 
sobre a circunferéncia (ponto Q). 


Figura 3.3.16 


Se considerarmos a circunferéncia do recorte como sendo a circunferéncia diretora 
relativa a C, teremos que (pelo resultado 3.3.2) AB é tangente a uma elipse de focos 
Ре С, e comprimento do eixo maior QC. 


Teorema de La Hire para Elipses 


A projeção de um foco de uma elipse sobre uma tangente está na circunferência 
principal maior da elipse. 


Resultado 3.3.3 


Demonstração: Seja O o centro da elipse e R a projeção de F' sobre a tangente t. 


FO Е 


Figura 3.3.17 
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Como F'R - Ва e F'O=FO, o segmento OR é base média do triángulo FF'Q. 
Com isso, OR é paralelo a FQ. 


Observe que os triángulos FQF' e ORF' seráo, portanto, semelhantes. 


Logo: 
OR OF 1 
FQ FF 2 
E, portanto: 
ЕБЕ е2 28 
2 2 


A distáncia de К ао ponto fixo О е constante e vale a. Ou seja, R estara sempre па 
circunferéncia principal maior da elipse. 


Exemplo 3.3.c Seja P um ponto de uma elipse de focos F e F'. Mostre que a normal 
à elipse em Р é bissetriz interna do ângulo FPF". 


Figura 3.3.18 


Solução: 
A reta normal à elipse em P é perpendicular à tangente à elipse em P. Portanto: 
90º 
90º 


040 
e+pB 


Ш 
тә 


Logo a normal à elipse em Р é bissetriz interna do ángulo ЕРЕ". 
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Exemplo 3.3.d Considere uma elipse de focos F e F', e seja t uma reta tangente 
qualquer a essa elipse. Considere P e P' como a projeção de F e F' sobre a reta t. 
Use o Teorema de La Hire para mostrar que para qualquer que seja a tangente t. 


0 produto PF.P'F' é constante. 


Figura 3.3.19 


Solução: 


Usando o Teorema de La Hire, temos que P e P' estão sobre a circunferência 
principal maior da elipse. 


Vamos tomar a reta r, paralela a t, também tangente à elipse. Seja Q a projeção 
de F sobre r. 


Figura 3.3.20 


Da simetria, temos que: QF =P'F', o que sugere que basta provarmos que о 
produto QF -PF é constante. 


Ora, mas o segmento que une P e Q é uma corda da circunferência principal (que é 
fixa, dada a elipse). Pelo resultado 2.2.6, devido à potência do ponto F em relação 


à circunferência, sabemos que o produto QF.PF é constante. 
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: AI У 
OBS.: Vamos parar ит pouco para refletir sobre о que acabamos de ver com | 
estes últimos resultados. 


Considere um ponto qualquer P sobre a elipse, e os raios vetores relativos a este | 
ponto. Dos resultados que obtivemos anteriormente, sendo n e t as retas normais | 

` " А | 
e tangentes á elipse neste ponto P, temos a seguinte figura. 


Figura 3.3.21 


O raio vetor FP reflete-se na elipse (na tangente no ponto) e segue diretamente 
em diregáo ao outro foco F', respeitando a Lei da Óptica de que o ángulo de 
incidência (ángulo que o raio vetor faz com a normal em P) é igual ao ángulo 
de reflexáo (ángulo que o raio vetor refletido faz com a normal em P). Esta 
propriedade é chamada de propriedade refletora da elipse. 


A propriedade refletora da elipse não poderia ficar sem aplicações reais. 
Este resultado foi aplicado, por exemplo, na Arquitetura Acústica de alguns 
interessantes prédios espalhados pelo mundo. | 


Na St. Paul's Cathedral, localizada em Londres na Inglaterra, ou no prédio do 
Capitolio em Washington D.C. nos E.U.A, encontra-se salas chamadas de Galerias 
do Sussurro (whispering galleries). A idéia consiste em projetar a sala com paredes 
e tetos formando uma elipse de revolução. A onda sonora partindo de um foco 
deve, então, refletir em direção ao outro foco. Desta forma, uma pessoa, de pé 
em um dos focos, se comunica perfeitamente com uma pessoa em outro foco, 
mesmos sussurrando de costas, por exemplo. 


Outro exemplo, digamos mais útil, é a aplicação em espelhos elipticos, usados 
por cirurgiões e dentistas. Colocando a luz em um dos focos do espelho, o reflexo 
da mesma se concentra em um ponto desejado, para não incomodar o paciente. 
Legal, né? 


Teorema de Poncelet para Elipses 


Encerraremos o capitulo com o teorema de Poncelet. Este teorema é particularmente 
interessante pois possui versões análogas para os outros dois tipos de cônicas que 
estudaremos: as hipérboles e as parábolas. 


O engenheiro e matemático Jean-Victor Poncelet descobriu a seguinte propriedade 
das seções cônicas ao desenvolver o seu teorema conhecido como "Porisma de 
Poncelet”, na área de Geometria Projetiva. 
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Teorema de Poncelet para Elipses 
Seja P um ponto externo a uma elipse, a partir do qual traça-se as tangentes r e 
t, como na figura abaixo. Na figura, vale que: 


о. = Ф 


В= В' 


Resultado 3.3.4 


` Figura 3.3.22 
Jean-Victor Poncelet 


(1788-1867) 
Demonstração. 


Considere os pontos M e M' como sendo os simétricos de F e F' com relação are 
t, respectivamente. Lembremos o resultado 3.3.1 nesta construgáo. 


A partir desta construgáo teremos: 


BF-PM . PF -PM 


Do resultado 3.3.2: MF" = M'F = 2a 
Seja q o ángulo entre PF e РЕ". 


Figura 3.3.23 


Notaremos que os triangulos PMF' e PM'F sáo congruentes (pelo caso LLL). 
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Figura 3.3.24 
Logo: u=u ' 


Isto conclui a primeira parte do teorema. Ainda da congruéncia, temos que o ángulo 
assinalado como Ө a seguir é igual a p. 


Figura 3.3.25 
Já da simetria da construção de M, temos que Ө = fj. E com isso, B = B. o 


Exemplo 3.3.e Resolva novamente o Exemplo 3.2.k, usando o Teorema de Poncelet. 


Solugáo: 
Na figura abaixo, seja M o simétrico de F com relagáo á reta r. Da construgáo temos 
que os ángulos MPR e FPR sáo iguais. Do teorema de Poncelet, estes ángulos 


sáo também iguais ao ángulo F'PT. 


Figura 1 


Do esquema acima, temos: ЕРЕ’ = 90° — 20 


E, com isso: MPF' = (90° ~ 2a) + 20 = 90º 
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Logo otriángulo MPF' é retángulo. Lembrando que, do resultado 3.3.2), o segmento 
MF' vale 2a, poderemos escrever que: 

PM? + PF? =(2a) 
Mas, além disso, da simetria da construgáo temos PF - PM e, portanto: 

РЕ? «PF? = (2а) 
Considerando o sistema de eixos canónicos, a equação obtida acima ser reescrita: 

peras y? + (x-cY + y? = 4а? > 2x? + 2c? + 2y? = 2a? + 2а? 
> x+y? =a? + (а? –с?) =a? +b? 

Logo o lugar geométrico de P será uma circunferência de centro coincidindo com 


o da elipse, e raio igual a va? +b2. 


Curiosidade: Área da Elipse 


Considere a elipse dada a seguir. 
x 
a? 


2 
> ы 
tag dl 


A área da elipse é dada por: 


A elipse = ab 


Demonstração: 


Demonstraremos a seguir o resultado acima, mesmo que precisemos utilizar Cálculo 
Integral. А Escola Naval costuma cobrar noções de Integrais Imediatas como a que 
desenvolveremos a seguir. Para melhor referência do assunto, consulte um livro 
de Cálculo Integral. 


Da equação da elipse podemos explicitar y como função de x: 


by 
N 


— + D— = 


2 
х y 
7 1 


Ф 
o 
N 
< 
e 


Figura 3.3.26 
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Da figura acima e da simetria da elipse, notamos que a área da elipse pode ser 
dividida em quatro partes iguais. 


a 2 
X 
Аар = 4А = 4: fb- h-5 -dx 


0 


Para resolver esta integral imediata, Тасатоз a seguinte transformagáo de variáveis: 


X-a-senü 
Como 0 < x < a, deveremos ter: 0 «0 < 5. Além disso: 


dx = a-cos0-d6 
Voltando á integral: 
ni2 ni2 
A =4. f b- 1 — sen? .(а:соѕӨ- 00) = 4a-b | cos8- |cos8|. de 
0 0 


elipse 


No intervalo de integração de O a 1/2, temos que cos > 0, e, portanto: 


1/2 1/2 
соѕ(20) + 1 
Аыре = 4a-b | cos? е. ао = sao | [O top 
0 0 


\ 2 
[42 л/2 “ ді 
cos(20) 1 sen(20) Blan 
= 4a b -| [5—9 + fzo) = dab + li 
`0 0 0 4 
- da p (5977 _ sen0 n/2 _ 2) КЕЧИР 
4 2 2 


OBS.: О resultado acima está coerente com a noção de “degeneração de uma 
elipse em uma circunferência”. Quando a distância focal tende a zero, a distância 
a se aproxima de b. De modo que a área da circunferência é obtida quando 
fazemos a = b = К na expressão da área da elipse. 


Já o comprimento da elipse não é tão simples encontrar. A fórmula integral 
que calcula tal comprimento não pode ser expressa em termos de funções 
elementares. O problema de encontrar uma expressão “aproximada” para o 
comprimento da elipse já foi estudado por muitos matemáticos, e algumas destas 
soluções podem ser encontradas na literatura. Não as apresentaremos aqui por : 
não terem utilidade para o nosso foco de estudo! 


3.4. Hipérboles 


Vamos conhecer um pouco mais da segunda das três seções cônicas que 
estudamos. Novamente, relembremos o resultado do 1º Teorema de Dandelin- 
Quetelet, e tomemos o mesmo como definição de Hipérbole. 
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Dados dois pontos no plano F e F', não coincidentes, o lugar geométrico dos 
pontos P tais que o módulo da diferença das distâncias PF e PF' é constante é 
uma hipérbole. 

[PF PF = constante = 2a 
Chamaremos, por conveniéncia futura, esta constante de 2a. 


Definição 3.4.1 


Figura 3.4.1 


A condição da existência da hipérbole é que exista o triângulo PFF’. Ou seja, da 
condição de existência do triângulo: 


[FF > 2а 
Condigáo de Existéncia да Hipérbole 


Vamos representar a equacáo do lugar geométrico dos pontos P = (x, y) pertencentes 
à hipérbole de focos F e F'. Para isto, utilizaremos um par de eixos com um dos 
eixos coordenados coincidindo com a reta suporte de FF' e o outro coincidindo com 
a reta mediatriz deste mesmo segmento, como ilustrado na figura 3.4.1. 


Da definigáo temos que: PF = PF' + 2a 
Ou ainda: y(x + c + y? = (х - c + y? + 2а 
Elevando ao quadrado: 
> (x«cf + y? = 4a? + да. J(x-cY. + y? + (х-с) + y? 
э № + 2х.с + cy = 4а? + 4а. (х-с)° +y? + X ~ 2x6 + cy 
> 4xc-4a = +4a-(x-c) + y? 


> xÊ-a= + (хс)? +y? 
a 
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Elevando novamente ao quadrado: 


2 
с 
= A - 2хс +a? = х2 - 2хс + c? + у? 

а 

É al 

c*-a 
=> “{ ore = 

a? 


Da condição de existência da hipérbole temos que с > a, e, portanto 
c? — a? > 0. Chamaremos esta constante convenientemente de b?. 


2 
m 25) -y e? 
a 


Dividindo dos dois lados por b?. 


Resultado 3.4.1 Forma Canónica da Equagáo da Hipérbole com Focos sobre Ox 


Se os eixos coordenados forem escolhidos tais que F e F' estejam nos eixos das 
ordenadas e a mediatriz do segmento FF' esteja sobre o eixo das abscissas, a 
equacáo se torna: 


Figura 3.4.2 Hipérbole com focos sobre eixo Oy. 


A partir da equacáo da Hipérbole na forma canónica, algumas conclusóes podem 
ser citadas: 


(1) A hipérbole nào é uma figura geométrica fechada. Trata-se de uma curva com 
dois "ramos" disjuntos. 

(2) Para todo ponto da hipérbole, o ponto simétrico com relação à origem também 
pertence à hipérbole. A origem, neste caso, é chamada de centro da hipérbole. 

(3) A aparência da equação da hipérbole está diretamente ligada ao sistema de 
eixos escolhido. 
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(4) No caso elipse a definição da constante b obrigava que a > b. No caso da 
hipérbole, a única restrição é que с seja maior que a. O parámetro a pode ser 
maior ou menor que b. 

(5)Da definigáo do lugar geométrico hipérbole, e referindo á figura 
3.4.1, nota-se que PF-PF'=2-a define_o ramo do lado direito da 
hipérbole (pois para estes pontos temos PF » PF'). Da mesma forma, 
PF'>PF define o ramo do lado esquerdo (pois para estes pontos temos 
PF'>PF). 

Ainda observando sua equação, determinamos os pontos de interseção da curva 

da hipérbole com os eixos coordenados. 


/ F' = (c.0) 


A = (La,0) A= (2.0) 


Figura 3.4.3 


Como a curva da hipérbole atravessa o eixo que contém os focos, este eixo 
é comumente chamado de eixo transverso. O outro eixo, portanto, recebe o 
nome de eixo não transverso. Os seguintes termos são geralmente usados para 
referir-se a hipérboles. 


АА' = 2а: eixo real (transverso) da hipérbole (a é o semieixo) 
ВВ' = 2b: eixo imaginário (náo transverso) da hipérbole (b é o semieixo) 
СС' = 2с: distância focal da hipérbole (c é a semidistáncia focal) 


e — 


Definigáo 3.4.2 


Da definição de b? usada na demonstração da equação da hipérbole podemos 
escrever: 


Resultado 3.4.3 Relação Fundamental da Hipérbole 
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Figura 3.4.4 - Triángulo Caracteristico da Hiperbole 


OBS.: Cuidado para nào confundir a relacáo fundamental da hipérbole com a da 
elipse (no caso da elipse a? = b? + c?) 


Quando a = b, dizemos que a hipérbole é equilátera. 


Figura 3.4.5 — Hipérbale Equilátera 


Exemplo 3.4.a Determine a equação da hipérbole de centro (x, y,) diferente da 
origem tais que seus eixos principais sejam paralelos aos eixos coordenados Ox e 
Oy, eo eixo contendo os focos seja paralelo a Ox 


Figura 3.4.6 
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Solugáo: 


Assim como foi feito no exemplo 3.2.b para elipses vamos partir da definicáo da 
hipérbole. Sendo P = (x, y) um ponto genérico da hipérbole, temos: 


PE = PF 2а 


> dee + c}? (y y = (х x - c + (y — v. £ 2а 


Procedendo de maneira rigorosamente igual ao que foi feito na dedução do resultado 
3.4 1 (elevando ao quadrado e arrumando), chegaremos a: 


OBS.: Novamente, se pensarmos na mudança de variáveis: 
[xo =x-=x 
lv =y- y 


O novo sistema de eixos X'OY' transforma a equagáo da hipérbole deslocada 
(ou transladada) na sua forma canónica. 


a? p? 


Exemplo 3.4.b (ITA 2003) Considere a familia de circunferéncias com centros 
no segundo quadrante e tangentes ao eixo Oy. Cada uma destas circunferéncias 
coria o eixo Ox em dois pontos, distantes entre si de 4 unidades de comprimento. 
Determine o lugar geométrico dos centros destas circunferéncias. 


Solução: A partir do enunciado podemos fazer a seguinte ilustração: 


Figura | 
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Aplicando o teorema de Pitágoras no triángulo hachurado: 
R? = р = 22 + уў 
Ou ainda: 
х2 - у? = 4 
Os centros das circunferéncias descritas по enunciado descrevem uma hipérbole 


equilátera. 


Exemplo 3.4.c Identifique a curva descrita pela seguinte equação: 
x? ~ бх - 2y? - 4y + 3-0 
Solução: 
Completando quadrados: 
x? - бх + 9 ~ 2(y* + 2y + 1)+3=9-21 


(x - 3f Е yen zi 
4 2 


> (x-3Y - 2(у+1/=4 э 


А curva é, portanto, uma hipérbole de centro em (3,—1), focos sobre um eixo paralelo 


ao eixo Ox e distância focal 2. 6 . 


Exemplo 3.4.d Identifique a curva descrita pela equagáo: 
х? – 6x – 2y? – 4у +7 = 0 
Solução: 
Procedendo como no exemplo anterior, completando quadrados, chega-se a: 
(х- 3)? - 2.(y+1? =0 
A equação acima pode ainda ser fatorada: 
((x-3) - V2. (y +1) ((x-3) + v2:(y+1))=0 
Ou ainda: 


(x-3) - V2-(y+1)= 


0 
(x-3) + V2 .(у+1)=0 
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A curva descrita, que á primeira vista parecia representar uma hipérbole, 
representa duas retas concorrentes. Portanto, cuidado! Veremos mais sobre estas 
degeneracóes no capitulo 4. 


Excentricidade da Hipérbole 


A partir da definição da excentricidade de uma seção cónica qualquer, deduz-se o 
seguinte resultado: 


Considere a hipérbole de semieixo real a e semidistância focal c. A excentricidade 
da hipérbole pode ser expressa como: 


с 
е=—>1 
а 


Resultado 3.4.4 


Da condigáo de existéncia da hipérbole vé-se imediatamente que c/a é uma 
constante maior que 1. A demonstração de que esta constante é exatamente a 
mesma excentricidade já definida (definigáo 3.1.1) é exatamente análoga ao que foi 
feio para elipse. Deixamos, portanto, como exercício ao leitor. O seguinte resultado 
segue direto desta demonstração. 


A distância entre um foco e sua diretriz mais próxima é chamada de parâmetro 
focal da hipérbole, ou simplesmente, parâmetro da hipérbole (p). Esta distância 
vale: 


Resultado 3.4.5 


A excentricidade da hipérbole também terá influência sobre sua “aparência”. Sea 
constante 2a se mantiver constante, e aumentarmos a distância focal, a hipérbole 
se aproxima de duas retas paralelas. 


у 


Excentricidade Ex 
aumentanda a constante 


b aumentando 
Figura 3.4.7 
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Equação das Reta Diretrizes 


Considere um sistema de coordenadas tal que a equagáo da hipérbole esteja 
na forma canónica: 


A equacáo das retas diretrizes (associadas a cada foco), neste caso seráo: 
ЧУ а? 
diretrizes: x = + — 
с 
Resultado 3.4.6 


A demonstração do resultado acima é rigorosamente análoga ao que foi feito para 
elipses. Novamente a dedução vem do desenvolvimento da demonstração do 
resultado anterior (resultado 3.4.4). 


diretriz diretriz 


Figura 3.4.8 


OBS.: Como a excentricidade de uma hipérbole é sempre um número maior que 
1, a distância de um ponto P qualquer da hipérbole ao foco será maior que sua 
distância à diretriz correspondente. 


Exemplo 3.4.e (IME 2009) Considere as hipérboles que passam pelos pontos 
(4,2) e (-1,-1) e apresentam diretriz na reta y = —4. Determine a equação do lugar 
geométrico formado pelos focos dessas hipérboles, associados a esta diretriz, e 
represente o mesmo no plano cartesiano. 
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Solução: 


Do 2º teorema de Dandelin-Quetelet, podemos escrever: 


A equação acima pode ser aplicada para dois pontos P da curva dados no enunciado 


(note que o ponto (-4,2) dista 6 da reta y = 4, e o ponto (—1,—1) dista 3 da mesma 
reta. 


РЕ _ PE 
= = — = е 
Pd 6 
E e 
Pad 3 
Dividindo as duas equações: 
E, 
PF 


Este lugar geométrico acima é conhecido como o Circulo de Apolônio do segmento 
P,P, com razão 2. 


A equação deste L.G. vem do desenvolvimento da expressão acima, para 
F = (x,y) o ponto variável. De onde segue que: 


PF a |(х+ 4Y +(y-2) РА 

PF JGce1* + (y +1) 
(х+4) + (y - 27 = 2. (y + (y +17 
> Зх? + 3y? + 12у =12 


x* +(у+2)” =8 


Condigáo de Existéncia das Hipérboles: 

Para que a cónica seja hipérbole, é necessário que e > 1. De onde segue que: 
PF>6 > (+1) + (y +1) >9 
PF>3 => (x+ 4) + (y - 2 > 36 


Além disso, os pontos pertencentes à diretriz y = —4 devem ser excluidos (o foco 
não pode estar contido na diretriz). 
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EN (c 4y «(y -2Y =36 
+ 


+1 +(у+1) =9 Fania 


` 
B 
` 
` 
H 
H 
р 
, 


o >з. 
А зз 


х2 +(y+2f =8 


Figura | 


Assintotas da Hipérbole 


A distáncia da hipérbole é uma reta fixa tende a zero, á medida que x tende a 
too, A esta reta, damos o nome de assintota da hipérbole. 


Devido à simetria de sua curva, toda hipérbole possui duas retas assíntotas. 
Definigao 3.4.3 


consideremos a hipérbole na forma canónica: 


= - =1 


x? 2 
2 


o 
с 
N 


Da aparência da curva, notamos que os pontos de cada ramo da hipérbole tendem 
a infinito a medida que o se distanciam do seu centro. Porém, o fato da coordenada 
x do ponto da hipėrbole crescer indefinidamente (tender a infinito) não corresponde 
a um crescimento indefinido de sua coordenada y. 


Reta 
assintota,” 


Figura 3.4.9 
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Quando ¡sto ocorre, dizemos que o crescimento é assintótico. Ou seja, os pontos 


da hipérbole tendem a alguma reta especifica no plano. 

y? x? 
Da equação da hipérbole, temos que: EET 

b a? 
Reparemos que, para valores muito elevados de x, a parcela x?/a? — 1 parece-se 
cada vez mais com apenas x?/a?. 

x? xx 

Resumindo: x OB» => 1 + > = 
a a 


Pelo principio da equivalência, podemos dizer que para valores de x próximos a 
infimto (ou menos infinito), os pontos da hipérbole tendem à equação: 


2 2 

P am: = 42. 

dub AIR 
Asretas y = + P X sáo as chamadas retas assintotas da hipérbole. 

a 
j e y? 
As equações das retas assíntotas à hipérbole de eq. -7 — b? = 1 são: 
a 


b 
= Ł—-x 
id a 
Resultado 3.4.7 


Note que as assintotas coincidem com as hipotenusas dos triángulos característicos 
da hipérbole (figura 3.4.4). 


Figura 3.4.10 


1 


OBS.: As assíntotas de uma hipérbole equilátera serão perpendiculares entre si. į 
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Exemplo 3.4.f Determine as equações das retas assintotas à hipérbole de equação: 
9y? – 18y - 4x? — 16x = 43 


Solução: Completando quadrados, descobre-se que a equação acima equivale à 
expressão: 


OC 
4 9 


Note que quando x tende a valores muito altos, teremos: 


(x 2 d (x 2) 


9 9 
Logo, a equacáo das assíntotas viráo de: 


(-Y (+2 о yai 


^ 3 (x +2) 


QN 


Exemplo 3.4.g Calcule a distáncia do foco de uma hipérbole a uma de suas 
assintotas. 


Solução: 
; aera ЕЗЕТ, х? 
Considerando a hipérbole em sua forma canónica: 5 - dá 


Р x д. b 
Sabemos que as assintotas têm equações: y = + а x 


Um dos focos da hipérbole terá coordenadas F = (c, 0). A distância deste ponto a 
cada uma das assintotas será: 


о+ 0.с Bel D ii m 

Vids uar dui er М быш c aid ШЫ. 
Ma dé D. а с 
ү a” Y a? a 


ld(Foco, Assintota) = bl 


Raio Vetor da Hipérbole 


Dada uma hipérbole e um ponto P pertencente á mesma, o vetor que liga um 

foco a P é chamado de raio vetor (também chamado de raio focal) da hipérbole 

relativo ao ponto P. 

Para cada ponto pertencente á hipérbole, há exatamente 2 raios vetores. 
Definição 3.4.4 
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Figura 3.4.11 


E possível calcular uma expressáo simplificada do comprimento dos raios vetores 
de uma hipérbole relativos a um ponto P. Vejamos a seguir: 


Comprimento dos Raios Vetores: 


Considere a hipérbole dada na figura 3.4.11, com excentricidade e, e o ponto 
P= (х0 Yo). 


Os comprimentos dos raios vetores relativos a P são: 
[R=PF=e-x, +a [R=PF=-e: x-a 
lr=PF'=e-xy-a (r =PF'=-e-xy +a 


(se P está no ramo direito) (se P está no ramo esquerdo) 


Resultado 3.4.8 


Demonstração. 
Para o ramo direito: 
PF = PF + 2а = R?-(r«2af 
= R?=r? + даг + 4a? 
> (х, «cy * vê) = (х. =0) +y?) + da.r + 4а? 
> 2x,C + х етуі = 4a? + 4a.r - 2x,:C + [49 274 


c 
> 4a.r = 4x,-c — 4а? = r=[S)x,-a = ex -a 
a 


Como R-r = 2a: R = (ex, - а) + 2a=ex, +a P 
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Para o ramo esquerdo: 


PF = РЕ + 2а = г? = (Б + 2a) 
> г? = R? + 4aR + 4a? 


> (xo -с)* và) = (х, +0) + y2) + 4а.В + 4а? 
> 4aR =-4x,c- 4? = R=-(2)x. -a--ex-a 
Comor - R = 2a: r=(-ex, - а) + 2а = -ex, «a п 


Forma Polar do Raio Vetor: 


Considere o rajo vetor relativo a um foco F е a um ponto P da hipérbole. Seja Ө 


o ángulo que o raio vetor faz com o eixo que contém o foco F. O comprimento 
deste raio vetor será dado por: 


pe 
1- е:соѕ9 


Resultado 3.4.9 


Figura 3.4.12 
Demonstragáo: 
Da figura, temos: x =сС+г.сО50 
Do resultado 3.4.6: г=е-х-а > X= era 
Com isso: ° 
г+а 
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Se prolongarmos o segmento PF até atingir novamente a hipérbole em P', o 
segmento PP" será uma chamada corda focal. De maneira geral, definimos: 


Se Pe P' sáo dois pontos da hipérbole tal que o segmento PP” contém um foco 
| F, então PP" é chamado de uma corda focal da hipérbole. 


Definigáo 3.4.5 


Figura 3.4.13 


Forma Polar de uma Corda Focal; 


Considere uma corda focal definida pelo segmento PP', com P e P' sobre a 
hipérbole, passando por um foco. Seja 0 o ángulo que a corda faz com o eixo 
que contém o foco F. O comprimento desta corda PP' será 


— 2p.e 
PP" = — 
1- е? .соѕ20 


Resultado 3.4.10 
Demonstração: 


Do resultado 3.4.9, temos: 


À p.e __ pe 
1- e-cos(n+0) 1+ е:соѕӨ 


Com isso, o comprimento de uma corda focal qualquer será dado por: 


-— ; . 2p.e 
pp. P9 o TEL — 2 7 
1+ e.cosü0 1- e-cos® 1- е.соѕ 6 
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Latus Rectum 


A corda focal perpendicular ao eixo que contém os focos da hipérbole de semi- 
eixos a e b tem comprimento igual a: 


2 
jw dp. 


Este comprimento é chamado de Latus Rectum da Hipérbole 


Resultado 3.4.11 


Figura 3.4.14 


Demonstração: 


Do teorema de Pitágoras no triângulo PFF' da figura acima, tem-se 


(5) + as = (2a + 2] = = 4а? ema (2) 


/ 


OBS.: Poderíamos ter simplesmente usado o Resultado 3.4.10, fazendo 8 = 90? 
na expressáo de uma corda focal qualquer. 


Tc mu E со е 


Como exercicio, mostre que o Latus Rectum é também a corda focal de comprimento 
minimo. 
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Reta Tangente à Hipérbole 
Equação da Reta Tangente à Hipérbole: 
Considere a elipse dada a seguir e o ponto P = (x, y,). 
х2 y 


zu 


2 p 


w 


A equação da reta tangente à elipse em P é dada por: 


Resultado 3.4.12 


Demonstração: 


A demonstração é análoga ao que fizemos para elipses. Uma reta qualquer pode 
ser representada por y = m: x + h. Como P pertence à reta, temos: 
yy=Mxy+h > h=y,-M-X 
Para que a reta seja tangente, a solugáo do sistema deve ser única. 
ly = m-(x-x,) + Yo 
2. x? -ahyb = a-b? 


A solução desta equação do 22 grau deve ser única! Mas conhecemos esta solução. 


Trata-se de x = x,. Portanto, de maneira análoga ao que fizemos com elipses, 
podemos fazer a identidade polinômio do segundo grau acima com o polinômio 
que tem raiz dupla em x = x, 


2 ga 


x? (p? Е am?) Е x(2m-a? (ys - mx)) x a? (yo - mx) 
z (o? 2 ah m?) (x- хо)? 
ае) smt - mx) = эб, ome - att 


= x? (b? - a2.m?)- x(2:xo)(b? - a?.m?) + (o? -a? m2) 
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Da identidade: 


2. m? 2 2 42 
- a^.m ) xe m.a^.yy - m*.a^. Xs 
2 m2). y2 


- a.m ) - -a? (y, - m xo) - a? -b? 


Ф 


o” 

le" 
Desenvolvendo a primeira equação resultante da identidade de Polinômios acima, 
temos: 


2 

m = 9% 
2 

a yo 


Como a reta contém o ponto P = (xY): 


b* x,) Ba Wie x 
Yo = | 3 [x *h = h= y, - 3 2 2.35 - 3 
a о, a^ Yo Yo (b a 
Como o ponto Р = (х,у) pertence à hipérbole, ele satisfaz sua equação 
X Ye 
а? p? 


me 


ye lr 2 28. A c 
(a? Yo) — y a pb? 


Para aqueles que já estão familiarizados com Derivadas, fica como exercício 
deduzir a expressão do resultado acima também usando Cálculo diferencial, como 
fizemos no caso de Elipses. 


Exemplo 3.4.h Mostre que as retas y = m-x + Ja^.m? – b? 


tangentes à hipérbole dada por: 


são sempre 


Solução: 


Considere uma reta qualquer de equação y = m-x+ h. Esta reta será tangente à 
hipérbole quando o sistema abaixo tiver apenas uma solução: 
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Do sistema: 
2 (m.x«hf 
х+ 
E - no > b2.x? - a?.m?.x? – 222. m-.h.x - ah? = a?.p? 
a 


Para que a solugáo seja única, a equagáo do segundo grau acima deve ter 
determinante nulo: 


А = 4a%.m?.h? -4.(p? - a2.m2).(-a2.h? - a?.p?)- o 
= a? m?.h? + (b? - a?. m?) (h? +62) =0 


> bh + 64 – а2. т2.62 «0 


> Һ2 =а2.т2 – 62 


Logo as retas у = т:х + Ja?. m? — b? serão sempre tangentes à hipérbole: 


x? y? А 


A c EL 
a? bê 

Exemplo 3.4.1 Use o resultado do exemplo anterior e determine a Equação 
(e identifique o Lugar Geométrico descrito) da intersegáo de duas tangentes 
perpendiculares a uma hipérbole dada. 


P 
Figura 3.4.15 
$о!исао: 
: А x? v? 
Considere a representação da hipérbole na forma canónica: e a = 1. 
a b 


Conforme demonstrado no exemplo anterior, uma das tangentes pode ser escrita 
de forma: 


А segunda tangente deve ser perpendicular a esta, logo sua equagáo deve ser da 
forma: 


1 
=-—х+һ 
у m 
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Novamente, usando o exemplo anterior, para que a reta acima seja tangente à 
hipérbole, devemos ter: 
2 
h= | -p 
m 


Logo, as equações de duas retas tangentes à hipérbole, e perpendiculares entre 
si, sào da forma: 


ES 2.72. 2 

y=mx + уа .т – 0 y- m:x= Ja? m? - b? 
la? 2 2 2 2 

ue —-b т-у + х= үа - т.Б 
m 


Elevemos ambas as equações acima ao quadrado: 


Ју? + m*x? - 2m-x- y = a? m? = b? 


[m?.y? +x2 + 2m-x-y = a? - m?p? 
Seja P = (x,.y,) a interseção destas duas retas. Somemos as duas equações acima 
aplicadas no ponto P. 
A equação do lugar geométrico de P será: 


2 2 2 


Esta equação nos diz que o L.G. da interseção de duas retas perpendiculares 
tangentes a uma hipérbole representa uma circunferência de centro coincidente 


com o centro da hipérbole e raio Ja? – b? . 


Figura | 


No caso da hipérbole equilátera (a = b), haverá apenas um ponto a partir do qual 
as tangentes serão perpendiculares! 


3.5. Análise Geométrica das Hipérboles 


Estudaremos agora algumas propriedades geométricas das hipérboles. Muitas 
destas propriedades são bastante parecidas com as de elipses, ainda que valha a 
pena comentá-las separadamente. Para aquecer, vejamos um exemplo que ilustra 
о quanto a geometria pode simplificar um problema que daria um "trabalhão" se 
abordado analiticamente. 
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Exemplo 3.5.а (IME — 2006) Considere os pontos A = (-1,0) e B = (2,0) e seja С 
ита circunferéncia de raio R tangente ao eixo das abscissas na origem. А reta г, 
é tangente a C e contém o ponto A e a reta r, também à tangente a C e contém o 
ponto B. Sabendo que a origem nào pertence às retas r, e r, determine a equagáo 
do lugar geométrico descrito pelo ponto de intersegáo de r, e r, ao se variar R no 
intervalo (0,«o) . 


Solução: 


x 


Figura | 


Das propriedades vistas no capitulo 2 a respeito de potência de um ponto com 
relação a uma circunferência, sabemos que os segmentos definidos pelas tangentes 
traçadas de um ponto externo a uma circunferência são iguais. Segue que: 


АТ, = бА=1 
BT, = OB = 2 
Pela mesma razão, as tangentes a partir de P têm comprimentos iguais: 
PT, = PT, = РА + АТ, = РВ + BT, 
=> РА +1= РВ+2 = PA - РВ = 1 


Relembrando a definigáo de hipérbole (definigáo 3.4.1). temos que o lugar geométrico 
de Pé: 


P percorre uma hipérbole de focos A e B e constante 2a = 1 


Construcáo Geométrica da Hipérbole 


Como vimos para elipses. podemos pensar em diferentes maneiras de construir uma 
Hipérbole usando ferramentas de desenho. Vamos citar aqui duas delas bastante 
interessantes. 
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Construgáo 1 
Esta primeira construgáo requer o uso de uma régua e um barbante. 


Sobre o foco F, da hipérbole a ser tragada prega-se uma das extremidades da régua, 
de modo que a permitimos à mesma rotacionar em torno de F.. 


FROM o F2 
Figura 3.5.1 


Prende-se um barbante na outra extremidade da régua. A outra extremidade do 
barbante é, então, fixa no outro foco F.. 


Figura 3.5.2 


A ponta do lápis ajuda a esticar o barbante sempre junto à régua. 


Figura 3.5.3 
Seja R o comprimento constante da régua, e L o comprimento constante do barbante. 


Notemos a seguinte geometría: 


Figura 3.5.4 


Note que: PF, - PF, = (R - (L- x) - x = R - L = constante 
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Ou seja, o ponto P tragado pelo lápis estará na hipérbole de focos F, e F,. 
Movimentando a régua e seguindo os passos desta construção, traça-se um dos 
ramos da hipérbole. Por simetria, traga-se o segundo ramo da mesma maneira. 


Construção 2 


Sejam F, e F, os focos da hipérbole. Vamos traçar a circunferência C de centro em 
um dos focos e raio igual a constante 2a da hipérbole. 
A 


oF2 


Figura 3.5.5 


Tomando um ponto A qualquer sobre a circunferéncia C, tracemos a reta s ligando A 


eF,. Em seguida, tracemos a reta mediatriz r do segmento AF, . Seja P a interseção 
de r com s. 


A 


Figura 3.5.6 
Notemos que, da construção, PF, = PA 


Mas, como PA = PF, + 2a, temos que: PF, = РЕ, = 2а = constante 


Esta construção determina o ponto P sobre a hipérbole de focos F, e F, e constante 
2.a. À medida que tomamos outros pontos А sobre a circunferência, constrói-se a 
hipérbole. 


A circunferência que aparece na construção 2 tem um nome especial e aparecerá 
nos resultados que veremos a seguir. Esta e outra circunferéncia merecem ser 
definidas e destacadas. 
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Circunferéncia Diretora 


Considere a hipérbole de constante 2a. A circunferéncia centrada em umfoco e 
com raio 2a é chamada de circunferéncia diretora da hipérbole. | 


Definição 3.5.1 


Circunferencias Principal 


Considere a hipérbole de constante 2a. A circunferência centrada na origem e | 
com raio a é chamada de circunferéncia principal da hipérbole. 


Definigáo 3.5.2 


Diretora 


Figura 3.5.7 


Propriedade Refletora da Hipérbole 


Assim como a elipse, a hipérbole possui uma fascinante propriedade refletora. 
Vejamos os resultados a seguir. 


Seja P um ponto de uma hipérbole de focos F e F’. A bissetriz interna do triângulo | 
FPF' em Р é tangente à hipérbole. 


a td capt res dl 


Resultado 3.5.1 - Teorema das Tangentes 
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Figura 3.5.8 


Demonstragáo: 


Seja О o simétrico de F com relacáo à reta t. Como t é bissetriz do ángulo FPQ, 
temos que será também mediatriz do segmento FQ. 


Portanto: PF = PQ (Еа. 1) 
Além disso: 


Sendo P um ponto da hipérbole: 
Еа = PF – РЕ = 2a (Eq MI) 
Para mostrar que t é tangente à hipérbole, basta mostrar que P é o único ponto de t 


que pertence à hipérbole. Tomemos outro ponto, P', pertencente a t. Vamos mostrar 
que P' náo pode pertencer à hipérbole. 
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Figura 3.5.10 


Como já exposto, t é mediatriz do segmento F'Q. Logo: 
P'F-P'Q (Eq, IV) 
Do triángulo F'P'Q, usando a desigualdade triangular: 
PF'+FQ>P'Q 
Das equações Ill e IV, segue: 
PF'+22>PQ > PF-PF 


Logo, P'F-PF'=2.a , e portanto P' não está na hipérbole. Com isso, t é tangente 
à hipérbole. 


O simétrico de um foco com relação a uma tangente está na circunferência | 
diretora relativa ao outro foco. 


Resultado 3.5.2 


Demonstração: 


Da equação Ill do desenvolvimento da demonstração do resultado anterior temos 
que, sendo Q o simétrico do foco F com relação à tangente t: 


Fa - 


Logo, О está na circunferência diretora relativa ao foco F'. п 


Teorema de La Hire para Hipérboles 


i 
—з 


Aprojeção de um foco de uma hipérbole sobre uma tangente está na circunferência | 
principal da hipérbole. | 


Resultado 3.5.3 
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Demonstração: 


Sendo O a origem (ponto médio do segmento FF") e M a projeção do foco F sobre 
a tangente t, tem-se a seguinte figura: 


Figura 3.5.11 


Da semelhança entre ДЕМО ~ AFQF', temos: OM = —-F'Q = 


Portanto, M está na circunferência principal da hipérbole. 


Exemplo 3.5.b Dada uma reta t tangente à hipérbole de os focos F e F', como 
encontrar geometricamente o ponto de tangência? 


t 
Er P 


Figura 3.5.12 
Solugáo: 


Seja T et o ponto de tangência procurado. Seja M' o simétrico de F' com relação à 
reta t. Desta construção sabemos que t é a mediatriz e bissetriz do triángulo M'TF”. 


t 
di 
F F 


Figura 1 


Doresultado 3.5.1 sabemos que o t é bissetriz do ángulo ЕТЕ". Logo, M' está na reta 
que liga F e T. Para encontrarmos geometricamente o ponto T basta prolongarmos, 
portanto, a reta que liga F e M' até encontrar a reta t em T. 
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m 


Figura Il 


Exemplo 3.5.c Considere uma hipérbole de focos F e F', e sejat uma reta tangente 
qualquer a esta hipérbole. Considere P e P' como a projeção de F e F' sobre a reta 
t. Use o Teorema de La Hire para mostrar que para qualquer que seja a tangente 


t, o produto PF.P'F' é constante. 


Fiqura 3.5.13 
Solução: 


Usando o Teorema de La Hire, temos que P e P'estão sobre a circunferência principal 
da hipérbole. Vamos tomar a reta r, paralela a t, também tangente à hipérbole. Seja 
Q a projeção de F sobre r. 


Figura 3.5.14 


Da simetria, temos que: QF -P'F* o que sugere que basta provarmos que o 


produto QF -PF é constante. Ora, mas o segmento que une P e Q é uma corda da 
circunferéncia principal (que é fixa, dada a hipérbole). 
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Pelo resultado 2.2.6, devido á poténcia do ponto F em relagáo á circunferéncia, 
sabemos que o produto ОЕ.РЕ é constante. 


OBS.: Vamos parar um pouco para refletir sobre o que acabamos de ver com 
estes últimos resultados. 


Considere um ponto qualquer P sobre a hipérbole, e os raios vetores relativos 
‚ a este ponto. Dos resultados que obtivemos anteriormente, sendo n e t as retas 
normal e tangente à elipse neste ponto P, temos a seguinte figura. 


Figura 3.5.18 


O raio vetor F'P reflete-se na hipérbole (na tangente no ponto) e segue em uma 


reta que possui a mesma direção do raio vetor FP”, respeitando a Lei da Óptica 
de que o ángulo de incidéncia (ángulo que o raio vetor faz com a normal em P) 
é igual ao ángulo de reflexào (ángulo que o raio vetor refletido faz com a normal 
em P). Esta propriedade é chamada de propriedade refletora da hipérbole. 


Alguns espelhos, chamados refletores hiperbólicos usam esta propriedade. 
O primeiro espelho hiperbólico proposto, em 1672 por Cassegrain, utiliza um 
segundo espelho num formato de um hiperbolóide com o foco coincidindo com 
o foco do espelho principal parabólico com o objetivo de lançar a imagem (após 
refletida) diretamente no foco do outro ramo do hiperbolóide. 


É interessante chamar a atenção a outra aplicação prática de hipérboles na 
engenharia. Você sabia que antes do desenvolvimento do GPS o sistema mais 
confiável de navegação se baseava unicamente no principio do lugar geométrico 
chamado Hipérbole? 


: O sistema LORAN (Long Range Navigation) era usado para permitir a localização 
de um navio, por exemplo. 


Imagine que estações de rádio em posições conhecidas emitam sinais que são 
recebidos pelo navio situado em uma posição, a principio, desconhecida (P). 
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Pela diferenga dos instantes em que os sinais foram recebidos conhece-se 
a diferença entre a posição P com relação ás duas estações, uma vez que a 
velocidade de propagacáo do sina! no meio é conhecida (v). 


t — 05 = At? => PA - PF, vt 
Ou seja, pelo intervalo de tempo entre a recepcáo dos dois sinais conhecemos 


о ramo de hipérbole onde localiza-se o navio. Basta uma 3testação emissora 
de sinal radio para que localizemos exatamente P. 


ti -t3 = 403 = PR - PF; = v-Atyg 


P 


o 
Fi 


Figura 3.5.16 


A intersegáo dos dois ramos de hipérbole será justamente o ponto P! Muito 
interessante, não é mesmo? 


Teorema de Poncelet para Hipérboles 
Teorema de Poncelet para Hipérbole 


Seja P um ponto externo a uma hipérbole, a partir do qual traça-se as tangentes ' 
ret, como na figura abaixo. Na figura, vale que: 
a=a" 


B=B' 


Resultado 3.5.4 


Figura 3.5.17 
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Demonstração: 


Considere os pontos M e M' como sendo os simétricos de F e F' com relação à r 
et, respectivamente. Do resultado 3.5.1 temos cuidado para observar que, nesta 
construção, os pontos R, Me F' serão colineares (o mesmo ocorrerá com T, M' e F). 


Figura 3.5.18 


A partir desta construção teremos: PF=PM , PF'-P 


Do resultado 3.5.2: MF' = M'F = 2a 


Notaremos que os triángulos PMF' e PM'F são congruentes (pelo caso LLL). 


Figura 3.5.19 


Sendo MPM' - q, da congruéncia tira-se: 


ЕРМ' = MPF' > 2а+ф=2@'+ф > asza’ 


Isto conclui a primeira parte do teorema. Ainda da congruència, temos que os ángulos 
assinalados como 8 a seguir são iguais. Da simetria da construção, encontramos 
o ángulo В' na interseção entre RF’ e PM. 


222 Matemática EM Nivel ІМЕЛТА ~ VoLuwe II 


Figura 3.5.20 


Dos ángulos opostos pelo vértices em F e M, segue que: Ө = В = f", o que conclui 
a 2? parte do teorema. п 


Exemplo 3.5.d Resolva novamente o Exemplo 3.4.h , usando o Teorema de 
Poncelet. 


Solugáo: 
Na figura abaixo, seja M o simétrico de F com relação à reta г. Da construção temos 
que os ángulos MPR e FPR sáo iguais. Do teorema de Poncelet, estes ángulos 


sáo também iguais ao ángulo Е'РТ. 


Figura | 


Do esquema acima, temos: MPt = 90? -a 
E, com isso: MPF' - (90? - a)+a = 90? 
Logo o triángulo MPF' é retángulo. Lembrando que, do resultado 3.5.2, o segmento 


MF' vale 2.a, poderemos escrever que: 


БМ? + PF? = (2a 
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Mas, além disso, da simetria da construção temos РЕ = PM e, portanto: 
БЕ? + PE? = да? 


Considerando o sistema de eixos canónicos, а едиасао obtida acima pode ser 
reescrita: 


(х+с) +y? «(x-cf +y? = 4а? = 2х2 + 2c? + 2y? = 2а? + 2а? 
э х®+у®=а®+(а®-с°}=а®*-ь? 


Logo o lugar geométrico de P será uma circunferência de centro coincidindo com 


0 da hipérbole, e raio igual a Va? -b?. 


3.6. Parábolas 


Aparábola é a terceira e última das seções cónicas que estudaremos. Vamos definir 
parábolas da seguinte forma: 


O lugar geométrico dos pontos P que equidistam de uma reta d e um ponto F náo 
pertencente а reta é uma parábola. O ponto F é denominado foco da parábola 
e areta d, diretriz da parábola. 


Definigáo 3.6.1 


Figura 3.6.1 


Para manter a coeréncia do que vem sendo feito nos casos das demais cónicas, 
chamemos a distáncia entre o foco e a diretriz de parámetro da parábola, e nos 
referiremos a esta distáncia pela letra p. 

Definigáo 3.6.2 


224 Matemática EM Niver IME/ITA — VoLune II 


Vamos representar a equação do lugar geométrico em um sistema de eixos 
coordenados. Tomemos o par de eixos no R? tal que y = —p/2, seja a reta d e que F 
seja representado pelo par ordenado F = (0,p/2) como na figura acima. 


O ponto Р = (х,у) pertencerá а parábola de foco F e diretriz d se, e somente se: 


d(P,d) = d(P,F) 
Ou ainda: 
р AA Бы г 
yk [ 2 
Piers = (-of «(v-£) 
Jo? +1? 2 


Desenvolvendo: 


pY рў 
к ete ке) 
> Xf at R- 22 [оў > х? =2р:у 


А equação da parábola é dada, portanto рог: 


2p'y = 


iquação Canónica da Parábola com foco sobre eixo Oy 


Se os eixos coordenados forem escolhidos tais que F esteja sobre o eixo Ox, e a 
reta d paralela ao eixo Oy, a equagáo da parábola se torna: 


2р:х = y? 


Equação Canónica da Parábola com foco sobre eixo Ox 


F = (p/2, 0) 


| —_—_—— 
х 
BE 014 и 


Figura 3.6.2 — Parábolas com foca sobre o eixo Ox 
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As formas canónicas da parábola também existem para os casos em que o foco se 
localiza na parte negativa dos eixos: 


Figura 3.6.3 ~ Parábola com concavidade para baixo na forma Canónica 


y--2px 4) 


Figura 3.6.4 — Parábola com concavidade para a esquerda na forma canônica 


À partir da equação da parábola algumas conclusões importantes são citadas: 


(1)A parábola é simétrica com relação somente à reta que inclui o foco (chamado 
de eixo principal da parábola). Como não existe simetria dupla para a parábo- 
la dizemos que a parábola não possui centro. 

(2) Existe um único ponto da parábola cuja distância à reta d é minima. Neste caso, 
o ponto é (0,0). A este ponto daremos o nome de vértice da parábola. 

(3) O vértice da parábola divide o segmento que liga a menor distância de F à d ao 
meio. Ou seja, sendo F' a projeção de F sobre d, o ponto médio do segmento 
FF'é o vértice da parábola. 

(4)A aparéncia da equagáo da parábola está diretamente ligada ao sistema de 
eixos escolhido. 


Analogamente ao que foi feito nos casos anteriores, se o eixo de simetria da parábola 
for paralelo a um dos eixos coordenados, porém o vértice estiver deslocado a um 
ponto (x,, y ) diferente da origem, a equação da parábola é escrita da seguinte forma: 


2p-(y - y) = (x - x 


Equação da Parábola com foco sobre reta paralela ao eixo Oy e vértice em (x, y,) 
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2p-(x - x) = (y - yx 


Equação da Parábola com foco sobre reta paralela ao eixo Oy e vértice em (x,, y,) 


= (х,у) 


Figura 3.6.5 – Parábola transladada 


Exemplo 3.6.a (ITA) Sáo dadas uma circunferéncia de centro C e uma reta exterior 
s. Determine o lugar geométrico dos centros das circunferências que são tangentes 
exteriormente à circunferéncia dada e à reta s. 


Solução: Vamos escolher um sistema de coordenadas tal que s coincida com o 
eixo das ordenadas, e a circunferéncia seja representada pela equagáo: 


(x =- а)? + y? =R? ‚ а>В 


Figura 1 


Note que o raio da circunferência variável será dada pela distância do ponto P 
variável ao eixo Oy. 


г= |х| = x 
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A distância do centro P ao centro С da circunferência dada será 
d=r+R=x+*R=u(x - af + y? 
Prosseguimos elevando a expressáo acima ao quadrado: 
x! + 2R.x + R? =x? - 2a. x + а? + y? 
a-R 
> y = 2(а+В).х + В? – а? => у? = да+) [x - 29) 
(аА (К-а) 
O lugar geométrico pedido ё uma parábola com еіхо principal perpendicular а reta 


s, parámetro igual a (a + R) e vértice em (225. 0) no sistema adotado. 


Exemplo 3.6.b Identifique a curva descrita pela seguinte equação: 


x? — 6x + 8y – 15 = 0 


Solugáo: Isolando у e completando quadrados para os termos ет х: 
х*-6х+ 9 = -8у + 15+ 9 = (x-3) = -8(y - 3) 


Logo a equagáo descreve uma parábola com parámetro igual a 4, vértice em (3,3), 
eixo principal paralelo ao eixo das ordenadas e concavidade para baixo. 


Exemplo 3.6.c Determine o foco e a equação da diretriz da parábola abaixo: 

y? -4y+3x+7=0 
Solução: Procedendo como no exemplo anterior, arruma-se a equação acima na 
seguinte forma: (y — 2y = -3(x + 1) 


Trata-se de uma parábola de eixo principal paralelo ao eixo das abscissas, vértice em 
(71.2), concavidade para a esquerda e parámetro igual a 3/2. Tragando o desenho 
fica mais fácil de determinarmos o foco e a diretriz. 


y 


é d: x=-1 + p/2 
Figura | 
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Excentricidade da Parábola 


A excentricidade de uma cónica qualquer já foi definida (definigáo 3.1.1). 
Pelo resultado do 2? Teorema de Dandelin, que diz que a excentricidade е a 
razão entre a distância de um ponto P ao foco F e a distância de P à diretriz 
d, segue que, no caso parábola, a excentricidade é sempre constante e 
vale 1. 


A excentricidade de uma parábola é constante e igual a 1. 


esz > 1 


Ра 


Resultado 3.6.1 


Nos casos elipse e hipérbole a excentricidade variando nos dava uma forma diferente 
da curva. Na parábola, como a excentricidade vale sempre 1, o parámetro p será 
O fator de influência sobre sua "aparéncia". 


No caso da parábola х? = 2. p . y acima, aumentando p, a parábola parece estar 
"se abrindo", se aproximando de uma reta horizontal. Diminuindo p, a parábola "se 
fecha", se aproximando de um segmento de reta vertical. 


Figura 3.6.6 


Raio Vetor da Parábola 


Novamente, de forma análoga ao que foi feito para elipses e hipérboles, podemos 
definir o raio vetor de um ponto com relação a uma parábola. 


Dada uma parábola e um ponto P pertencente à mesma, o vetor que liga seu 
foco a P é chamado de raio vetor (também chamado de raio focal) da parábola 
relativo ao ponto P. 


Definigáo 3.6.3 
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É possivel calcular uma expressáo simplificada do comprimento dos raios vetores 
relativos a um ponto P. Vejamos a seguir: 


Forma Polar do Raio Vetor: 


Considere o raio vetor relativo ao foco F e a um ponto P da parábola. Seja 6 o 
ángulo que o raio vetor faz com o eixo que contém o foco F. O comprimento deste 
raio vetor será dado por: 


NAE сы 
1 — cos8 


Resultado 3.6.2 


Demonstragáo: 


Figura | 


Da figura |, anterior: 


г =p +r-cos8 


Com isso: 


Que coincidéncial Сото e = 1 para 

parábolas, a expressáo do raio 

focal também será dada por. 
m: 

1- e.cos8 
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OBS.: Vimos que para as 3 cónicas o comprimento do raio vetor é dado por 


pre 


EEE SE 
1 + e-cos6 


Esta expressão, que define a posição de um ponto em função de suascoordenadas | 
re Ө é chamada de Equação Polar das Cônicas. 


A dedução de Kepler para as órbitas gravitacionais prova que um corpo sobaluação 
de uma força central gravitacional obedece a uma equaçãoexatamente do tipo: 
гарбе: 
1+ e-cosg 


O valor do parámetro е, que depende de fatores envolvendo а energia dosistema 
gravitacional, definirá o tipo de órbita (elipse, hipérbole ou parábola). 


Se prolongarmos o segmento PF até atingir novamente a parábola em Р', o segmento 
PP” será uma chamada corda focal. De maneira geral, definimos: 


Se P e P' são dois pontos da parábola tal que o segmento PP” contém um foco 
F, então PP' é chamado de uma corda focal da parábola. 


Definição 3.2.4 


Figura 3.6.8 


De maneira exatamente análoga aos casos elipse e hipérbole, deduz-se: 
Forma Polar de uma Corda Focal; 


Considere uma corda focal definida pelo segmento PP", com P e P' sobre a 
parábola, passando por um foco. Seja 8 o ângulo que a corda faz com o eixo 
que contém o foco F. O comprimento desta corda PP' será: 
We. ns. 
1 — cos^8 


Resultado 3.6.3 
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Latus Rectum 


A corda focal perpendicular ao eixo que contém o foco da parábola tem 
comprimento igual a 


A = 2р 


Este comprimento é chamado de Latus Rectum da Parábola. е 
Resultado 3.6.4 


Demonstragáo: 


A ão d da focal qualquer ё: PP” 2р 

expressáo de ита corda focal qualqu : -—— —À— 

P io E 1 - cos?0 

O comprimento do Latus Rectum é encontrado fazendo 0 = 90? na expressáo acima. 

= 2р = 
1 - cos? 90" 


y 


PP' 2p n 


Figura 3.6.9 


Como exercício, mostre que o Latus Rectum é também a corda focal de comprimento 
minimo. 


Exemplo 3.6.d Determine o comprimento da corda focal L que faz 60° com o eixo 
de simetria da parábola. 


Solugáo: 


L= 2p "E END] 
1- соѕ2 (60°) 41 3 
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Reta Tangente à Parábola 


Equagáo da Reta Tangente à Parábola: 
Considere a parábola dada a seguir e o ponto Р = (x, у,). 
x? =2p-y 
A equação da reta tangente à parábola em P é dada por: 
XX = p. (y + Yo) 
Resultado 3.6.5 


Demonstragáo: 


O resultado acima é bem parecido com o que já vimos para Elipses e Hipérboles. 
Vamos proceder de maneira exatamente análoga para demonstrá-lo. 


Uma reta qualquer pode ser representada por y = m-x + h. Como P pertence а 
reta, temos: 


Yo=mx+h > h=yy-MX 


O sistema abaixo nos dá as interseções da hipérbole e da reta: 
У= т (x-x) + Yo 
х? = 2р.у 


Para que a reta seja tangente, a solução do sistema deve ser única! 


х? - 2p-(m-(x-x,) + yo)=0 


\ solução desta equação do 2º grau deve ser única. Como já conhecemos esta 
solugáo (x = x,), temos: 


x? ~ 2p-(m-(x - xp) + yo) = (x - хь) 


-2р-т = -2 
Da identidade: Р хо р 
2р-т.х„ — 2р-у„ = Xj 

Desenvolvendo a primeira equação resultante da identidade de Polinômios acima, 
temos: 

m = Xo 
p 
Como a reta contém o ponto Р = (х,,у,): 
хб 


х 
Yo) + h > h Ег 
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Com isso, temos que a equacáo da reta tangente é dada por: 


X 
y = (5%), = p(y + Yo) = хх n 


OBS. 1: O resultado acima pode ser facilmente demonstrado diferenciando a 
equacáo da parábola com respeito a x: 


21 d з „X 
== = —(2p- = 2х=2р- > z2 
302) = (2р5) х= 2р-у Шаг 


Yo Y 2 p (x xg) 


Aplicando o ponto (х,у) na expressão da derivada y' acima, temos а inclinação 
da reta tangente neste ponto. Ou seja: 
Wed 
р 
О restante da demonstragáo é análogo ao que foi feito acima. 


OBS. 2: De maneirar análoga poderíamos demonstrar que a equagáo da reta 
tangente e m P = (x,.y,) à parábola у? =2p-x ё dada por: 
Yo Y = P (x Xo) 


Se a equação da parábola fosse y? = ~ 2p-x , a equação da reta tangente seria: 
Yo y = =p: (x+ xo) 


Exemplo 3.6.e Seja uma parábola de foco F e diretriz d. Por um ponto P pertencente 
a d, tracam-se tangentes à parábola que a interceptam em M, e M,. Demonstre que 
M, M, e F estão em linha reta. 


Solução: Considere o sistema de eixos tal que a parábola seja escrita na forma 
2p: yz х2, 


Figura! 
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Um ponto qualquer da diretriz terã coordenadas: P = [s - 3 


A equação das retas tangentes à parábola em M, = (x, y,) e M, = (x, y;) são dadas 
por: 


XxX = p:(y* y) 
Xx = p-(y+y2) 


O ponto de encontro destas duas retas deverá ser P. Logo P deve ser solugáo do 
sistema acima. Resolvendo para y: 


P Ya: — Yi X2 p р. 0 (Ea.1) 


2-- E -X4 — ys X) > + Хә = 
y 2 X; =X Ya: 9 — Yi X2 2% tg 


Vamos verificar que F = (0,p/2), M, = (x, y,) e M, = (x,.y,) são colineares: 
х, У 1 р р Eq I 
А=| х Y2 1јах,-уз + хаант Xy = 0 
o Boa 
2 
Como o determinante é nulo, os 3 pontos sáo colineares. 


2 . 
x P é sempre tangente parábola 


Exemplo 3.6.f Mostre que a reta у = m:x ~ 
dada por: 


x? = 2p-y 


Solução: Considere uma reta qualquer de equação y = m-x + h. Esta reta será 
tangente à parábola quando o sistema abaixo tiver apenas uma solução: 


x? = 2p-y 
y=mx+h 


Do sistema: x? = 2p(mx +h) > x? – 2pmx- 2ph=0 


Para que a solução seja única, a equação do segundo grau acima deve ter 
determinante nulo: 


Л =4р®т? + 8p-h=0 


Ou ainda: h = – — 
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2 . 
Logoasretas y = +т.х - “oo serão sempre tangentes à parábola x? = 2p- y. 


Exemplo 3.6.9 Determine o LG dos pontos de onde se pode traçar tangentes 
perpendiculares a uma parábola P 


Р 
Figura 3.6.10 


Solução: Considere a parábola representada na forma: x? = 2p. y. Conforme 
demonstrado no exemplo anterior, uma das tangentes pode ser escrita de forma: 
m?.p 
2 


y = т:х – 


A segunda tangente deve ser perpendicular a esta, logo sua equagáo deve ser da 
forma: 


уе ей ЫҢ 
т 


Novamente, usando o exemplo anterior, рага que a reta acima seja tangente а 
parábola, devemos ter: 
е ар 
2 2.m? 


Logo, as equacóes de duas retas tangentes à parábola, e perpendiculares entre 
Si, sáo da forma: 


= шыр 
уш, 2 e 2y - 2m-x=-=m?.p 
ly=2x- p_ (2m^y + 2mex=-p 
m 2.m? 


A solução do sistema será Р = (x, y,) variável. Vamos eliminar o parámetro m ao 
somar as duas equações: 


A equagáo do lugar geométrico de P será: |. =-8] 
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Esta equação nos diz que o L.G. da interseção de duas retas perpendiculares 
tangentes a uma parábola representa uma reta localizada p/2 unidades abaixo da 
tangente pelo vértice da parábola. Ora, esta reta é a diretriz parábola! 


Resumindo, para todo ponto da diretriz, as tangentes à parábola a partir deste ponto 
são perpendiculares entre si. 


3.7. Análise Geométrica das Parábolas 


Assim como no caso das elipses e hipérboles há muitas propriedades geométricas 
interessantes relativas a parábolas. No caso das parábolas também, a abordagem 
geométrica pode também simplificar a nossa vida! 


Vamos começar olhando o exemplo 3.6.a com outros olhos. 


São dadas uma circunferência de centro C e uma reta exterior s. É pedido que se 
determine o lugar geométrico dos centros P das circunferências que são tangentes 
exteriormente à circunferência dada e à reta s. 


Figura 3.7.1 


Note que a distância de P a С é dada por R + r onde R é o raio da circunferência 
dada e r é o raio da circunferência variável. Se criarmos uma segunda reta t, paralela 
as, distando R da mesma, teremos que a distância de P à reta ttambém será R +r. 


Figura 3.7.2 
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Logo P percorre uma parábola de foco em C e diretriz paralela á s (distando R da 
mesma), precisamente o resultado encontrado analiticamente no exemplo 3.6.a. 


Construção Geométrica da Parábola 


Conforme já vimos com os casos anteriores, o problema da construcáo de uma 
secáo cónica é um problema de geometria intrigante. Vamos pensar em maneiras 
de construir a parábola utilizando apenas ferramentas simples de desenho. 


Construcào 1: 


Suponhamos que sáo dados uma reta d (a diretriz) e um ponto F (o foco) nào 
pertencente a esta reta. 


oF 


Figura 3.7.3 


Com uma dada abertura do compasso, marca-se uma circunferência em torno do 
ponto F. Usando esta mesma distância de abertura traça-se uma reta paralela a d. 


Figura 3.7.4 


Se para dada abertura náo houver interseção entre a reta e a circunferéncia traçadas, 
façamos uma abertura de compasso maior e repetimos o processo. 


Uma vez que para os dois pontos de intersegáo teremos que suas distáncias ao 
ponto F e á d seráo iguais, concluimos que estes pontos seráo pontos da parábola 
de toco F e diretriz d. 
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—abertura-=x 


r 


Figura 3.7.5 


Repetindo para várias aberturas de compasso, obteremos cada vez mais pontos 
da parábola. 


Construção 2: 


A 2º construção não será justificável de maneira tão óbvia quanto a primeira. 
Trabalharemos logo em seguida para justificar (demonstrar) esta construção com 
resultados geométricos da parábola. 


Novamente, suponhamos que são dados uma reta d (a diretriz) e um ponto F (o 
foco) não pertencente a esta reta. 


A partir de um ponto D qualquer da reta d, traça-se uma perpendicular. 


D 


d 
Figura 3.7.6 


Em seguida, traga-se a reta mediatriz do segmento FD (isto é feito de maneira 
simples usando um compasso e uma régua. Reflita sobre como fazé-lo). 
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Figura 3.7.7 


O ponto de intersecáo com a perpendicular será sempre um ponto da parábola. 


Figura 3.7.8 


Propriedade Refletora da Parábola 


Seja P um ponto da parábola de foco F e seja Q sua projegáo sobre a diretriz. A 
bissetriz t do triángulo FPQ em P é tangente á parábola em P. 


Resultado 3.7.1 — Teorema das Tangentes 


Figura 3.7.9 
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Demonstração: 

Sabe-se que um ponto M qualquer com projeção M' sobre a diretriz pertencerá a 
parábola quando: MF = M'M. Um ponto M, portanto, não pertencerá a esta parábola 
quando MF = M'M. 


Considere agora os pontos P, F e Q, bem como a reta t bissetriz interna do triángulo 
FPQ em P, mencionados no enunciado. 


Da definigáo de parábola, o triángulo FPQ será isósceles. Neste triángulo a bissetriz 
t coincide com a mediatriz do segmento FQ. 


Para mostrar que t é tangente à parábola, basta mostrar que P é o ünico ponto det 
que pertence à parábola. Tomemos outro ponto, P', pertencente at. Vamos mostrar 
que Р' náo pode pertencer а parábola. 


Como t е mediatriz do segmento FQ, tem-se: P'Q =P'F (Eq. 1) 


Figura 3.7.10 


Mas sendo Q diferente de P, tem-se: 


Logo: 
PQ «PF (Еф Ш) 
E, portanto, P' não pode pertencer à parábola. Com isso, t é tangente à parábola. C] 


Como resultado imediato do Teorema das tangentes podemos enunciar: 


O simétrico de um foco F com relação a uma tangente pertence à diretriz da | 
parábola. 


Resultado 3.7.2 
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Demonstração: 

Seja P o ponto de tangência e Q o simétrico do foco em relação a esta reta tangente. 
Do resultado 3.7.1, a tangente também é bissetriz do ângulo QPF. Neste caso, a 
bissetriz também é mediatriz relativa ao mesmo ângulo. 


Da definição de mediatriz: PQ = PF Da definição de parábola, Q pertence à diretriz 
da parábola de foco F. п 


Exemplo 3.7.a Mostre que a projeção F' do foco F de uma parábola sobre uma 
tangente pertence à tangente ao vértice da parábola. 


Figura 3.7.11 
Solução: 


Seja Q a projeção de P sobre a diretriz. Dos últimos resultados, podemos desenhar a 
seguinte figura, Nesta figura, tome r como sendo a reta paralela a d passando por F". 


Figura 3.7.12 


Como F' é ponto médio do segmento FQ e da semelhança entre os triângulos 
AF'VF e AQOF : 


O 776 7. 
OF ағ 2 ^ 2 


Como V é o ponto médio do segmento OF, V é o vértice da parábola, e r é tangente 
à parábola neste ponto. 


Aprojeção do foco sobre uma tangente pertence à tangente ao vértice da parábola. 
Resultado 3.7.3 
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Com os resultados que acabamos de ver, pedimos ao leitor, como exercício, que 
tente justificar a 22 construção para parábolas que vimos no início desta seção. 


Exemplo 3.7.b Dada uma reta t, o eixo principal da parábola r e o foco F, como 
encontrar geometricamente o ponto de tangência e a diretriz? 
t 


F r 
RN EE, 


Figura 3.7.13 
Solução: 
Traça-se o simétrico de F (F') com relação a t. Por F' tracamos uma reta (s) paralela å r. 
De acordo com o resultado 3.7.2, a reta perpendicular a r, passando por F' será a 
reta diretriz da parábola. O ponto de encontro de s com t será o ponto de tangência 
à parábola. 


Figura 1 
OBS.: Mais uma vez, vamos refletir sobre estes últimos resultados obtidos. 


Sendo P um ponto da parábola, juntando os resultados obtidos, chegamos à 
construção da seguinte figura, onde n e t são a normal e a tangente à parábola 
em P. | 


О raio vetor ЕР reflete-se na parábola (sobre a tangente no ponto) e segue em 
direção paralela ao eixo principal da parábola, respeitando a Lei da Óptica de que 
o ángulo de incidéncia (ángulo que o raio vetor faz com a normal em P) é igual 
ao ángulo de reflexão (ángulo que o raio vetor refletido faz com a normal em Р). : 


Esta propriedade é chamada de propriedade refletora da parábola. | 
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Esta propriedade é a razáo pela qual as antenas receptoras de ondas de rádios 
tém formato de um paraboloide (voce certamente já ouviu falar de uma “antena 
parabólica", não?). As ondas vindas de todas as direções, do infinito, são refletidas 
na superficie da parábola de revolução e se concentram em um único ponto (o 
foco), facilitando o tratamento posterior do sinal. 


Em outra aplicagáo, se concentrarmos uma fonte luminosa no foco de um 

refletor parabólico, os feixes se refletiráo e se propagaráo paralelamente ao eixo 

do refletor, formando um facho de luz. Este princípio é utilizado em holofotes, 
“lanternas e faróis de carro. 


Dois outros termos são comumente usados ao tratar-se de parábolas. Imagine um 
ponto P da parábola e as retas normal (n) e tangente (t) à parábola em P. Sejam 
NeT pontos de interseção das retas n e t, respectivamente, com o eixo principal 
da parábola. 


Subnormal: Projeção ortogonal de PN sobre o eixo principal da parábola. 


Definição 3.7.1 


E 


X 


subnormal 


Figura 3.3.14 


Subtangente: Projegáo ortogonal de PT sobre o eixo principal da parábola. 


Definigáo 3.7.2 


b e 
su tangere ed 


Figura 3.3.15 
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Exemplo 3.7.c É dada uma parábola e uma reta tangente a ela em um ponto P. 
Mostre que a subnormal relativa ao ponto P tem comprimento constante e igual ao 
parámetro p da parábola. 


Solucáo: 

Seja О o simétrico do foco F com relação à reta tangente t. De acordo com o resultado 
3.7.2, Q estará sobre a diretriz da parábola. Do resultado 3.7.1, a reta t é também 
mediatriz do segmento ОР, e com isso o segmento QF é paralelo ao segmento PN. 


Figura | 
Os triângulos OQF e P'PN são congruentes. 


Lembrando que o parámetro p da parábola é a distáncia entre a diretriz e o foco 
F, temos que: 


P'N = subnormal = OF = р 


Exemplo 3.7.4 Mostre que o ponto médio de uma subtangente de uma parábola 
coincide com o vértice da parábola. 


Solução: 


Do resultado 3.7.1, a reta t é mediatriz do triângulo isósceles QTF. Como QP é 
paralelo ao eixo principal da parábola, os seguintes ângulos podem ser destacados: 


t 


Figura 1 
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Ou seja, o quadrilátero QPFT é um paralelogramo e, portanto os triángulos OQT e 
P'PF são congruentes. 


Temos, entáo, que: 


TO =FP" 


Com isso, o ponto médio do segmento TP' será o ponto médio do segmento OF, 
que é justamente o vértice da parábola. 


Exemplo 3.7.e Determine as coordenadas do ponto P pertencente à parábola 
2p: x7 y? é tal que a subtangente e a subnormal relativas ao ponto P possuem o 
mesmo comprimento. 


Solugáo: 


y ый 
56 = (хо.Уд) 


е i 


Figura | 


Sendo P = (x,,y,). a equação da reta tangente t em P é dada por: 
Y Yo = р-(х + x) 
O ponto de interseção desta reta com o eixo Ox será: T = (-x,,0) 


A subtangente relativa ao ponto P terá comprimento: TP” = 2x, 


Para que a subtangente tenha o mesmo comprimento da subnormal, segundo o 
resultado do exemplo 3.7.c, deveremos ter: 
o 


2x, =p => Xo=5 


Como P pertence à parábola, podemos descobrir o valor de sua ordenada: 


у = 2р-х„ = P? => Yo = tp 
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Temos, portanto, 2 pontos P que atendem às condições do enunciado: 


THUS 


Teorema de Poncelet para Parábolas 


Teorema de Poncelet para Parábolas 


Seja P um ponto externo a uma parábola. Considere a reta s, paralela ao 
eixoprincipal da parábola, passando por P. A partir de P traça-se as tangentes r i 
et, como na figura abaixo. Na figura, vale que: 


Resultado 3.7.4 


Figura 3.7.16 
Demonstração: 
Vamos considerar os simétricos T e R do foco F com relação às tangentes t e r. 


Do resultado 3.7.2, sabemos que T e R estào sobre a diretriz da parábola. Portanto 
o segmento que liga T e R será perpendicular ao eixo principal (e à reta s). 


Notaremos na figura a seguir que as retas t e r sáo mediatrizes do triángulo FTR, 
e portanto P será o circuncentro deste triángulo. 


Figura 1 
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Note que o ángulo FTR também vale a 


Figura il 


Note que o arco RF vale, ao mesmo tempo 2f (ángulo central) e 20. pois и é um 
ángulo inscrito). 


Logo: a = В. n 
Exemplo 3.7.f Resolva novamente o exemplo 3.6.g usando o Teorema de Poncelet. 
Solução: 


Sejam S e S'os simétricos de F com relação às retas tangentes. Usando o Teorema 
de Poncelet destacamos os ángulos о na figura seguinte: 


Figura 1 


Do resultado 3.7.1, temos que: 
[SPT = ТРЕ = 90° -a 
|s'êr' = T'ÊF = а 
Logo: 
SPs'- SPT + ТРЕ + T'PF + S'PT' 
= (90° - a) 4 (90° - a) +a + ос = 180? 
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Segue que S, P e S' são colineares. Ora, mas sabemos do resultado 3.7.2, que S 
e S' estáo sempre sobre a diretriz. Logo, o ponto P estará sempre sobre a diretriz 


da parábola. 
O L.G. dos pontos P a partir dos quais as tangentes à parábola são perpendiculares 
é a propria reta diretriz da parábola. 


Exemplo 3.7.9 (IME — 1996) Em uma parábola P com foco F e parámetro р, 
considere uma corda MM' normal à parábola em M. Sabendo que o ángulo MFM' 
vale 90?, calcule os segmentos FM e FM'. 


Solugáo: 
Vamos tracar a figura ilustrativa do enunciado, Já fazendo uso dos resultados 3.7.1 
e 3.7.4 e da geometria do triángulo retángulo, já destacamos os ángulos abaixo. 


Figura | 


Os segmentos FM e FM' sáo raios vetores com relagáo aos pontos M e М', 
respectivamente. Usando o resultado 3.6.2: 


Pis Bb 
1 - cos(2u) 
FM = р - р > p 


1- cos| 2n - E - 22) 1- cos( Sr + 2a) 1- sen(2a) 


Do triângulo MFM': 


aP a 
ias 1- cos(20) 1 - ѕеп(20) 
P 1 - cos(2a) 


1- sen(2a) 
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Chegamos à seguinte equação trigonométrica: 


1 - sen(20) 


tga = ——— EH 
а == соѕ(20) 


Lembremos que podemos escrever ѕеп(20) e 2cos(2«) em função de tgo: 


tgo 
ѕеп(20) = TEN. 
1 + (90. 

2 
соѕ(20) = q 
1 + tga 


A equação trigonométrica torna-se, portanto: 


249 


1- 2tgu 
2 2 
(jum — A ista (d ada tgu €i - 1.0 
ME = tga 2tg^a 
1+ d 


A equação em tga acima tem uma única raiz real (verifique esta afirmativa com 


exercicio): tga = ; 


14 
MN NN 
rta 14 5 
4 
tga=- => 1 1 
1- tg? E 3 
cos(2a) = 9 o = — => 
ta 4,1 5 
4 


Finalmente, temos os valores dos raios vetores FM e FM' 


Fm- -5. 
us zP 
5 
FM = —Р— = бр 
142 
5 
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Exemplo 3.7.h (12 Lema da Quadratura de Arquimedes) Considere um triángulo 

formado por 2 tangentes a uma parábola e por uma corda conectando os dois pontos 

de tangéncia A e B. Sejam: 

* S é o ponto de encontro das duas tangentes (i.e., S é o terceiro vértice do 
triángulo). 

* Ме о ponto médio da base AB. 


» 
M А 
O 
xL 
/S q 
Figura 3.7.17 


Mostre que a mediana MS do triângulo ABS é paralela ao eixo principal da parábola. 


Solução: 


Considere as projeções B' e A' de B eA, respectivamente, sobre a diretriz. 


Figura 1 


Note que as retas suportes de BS e AS são mediatrizes do triângulo A'B'F (do 
resultado do exemplo 3.7.a). 


Logo, S é o circuncentro do triângulo A'B'F. A 32 mediatriz, que deve passar por S 
dividirá o segmento B'A' ao meio. 


Observemos o trapézio ABB'A'. Como MS é perpendicular ao segmento B'A' e passa 
pelo seu ponto médio, é também base média deste trapézio. 


Com isso, M é ponto médio da base AB e MS é paralelo ao eixo principal da parábola. 
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Exemplo 3.7.i (22 Lema da Quadratura de Arquimedes) Nas condigóes do 
problema anterior, sejam: 
* Oéoponto de encontro de SM com a parábola. 
A, eB, os pontos em que a tangente à parábola em O cruza os lados do triángulo 
ABS. 


О; 
— BE i 


Вв ИА 
/ 
Ғідига 3.7.18 


Mostre que A, е В, sáo pontos médios dos lados AS e BS do triángulo ABS, 
respectivamente, e que O é o ponto médio de MS. 


Solugáo: 
Note que os triángulos АА О e BB,O estão na mesma condição do triángulo ABS 


no exemplo anterior. Com isso, a medianas a partir dos vértices A, e B, também 
Sào paralelas ao eixo da parábola. 


A 


es 


Figura | (Visáo Detalhada do triángulo MAS) 


Observe que tais medianas servem como base média nos triángulos AOS eBOS (o 
caso do triángulo AOS está ilustrado na figura | acima, em que a mediana referida 
é ilustrada por uma linha tracejada). 


Segue, portanto que, A, é ponto médio do segmento AS, e B, é o ponto médio do 
segmento BS, concluindo a primeira parte da demonstração. о 
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Sendo A, e B, pontos médios dos lados AS e BS do triângulo ABS, temos que А,В, 
é base média deste triángulo. Sabemos, portanto, que O corta no meio qualquer 
ceviana partindo de S (em particular, o segmento MS), concluindo a segunda parte 
da demonstração. о 


Curiosidade: Quadratura da Parábola de Arquimedes 


Sejam A e B pontos de uma parábola. Considere as duas tangentes a esta 
parábola emA e B se cruzando em um ponto S. Arelação entre a área do segmento 
de parábola definido pela corda AB e a área do triángulo ABS é dada por: 


2 


A segmento = з`Алвз 


Resultado 3.7.5 


y 


Figura 3.7.19 
Demonstração: 


A relação acima foi primeiro demonstrada por Arquimedes (287 — 212 a.C.) quando 
estudava somas infinitas. O resultado desenvolvido pelo matemático ficou conhecido 
como “Problema da Quadratura da Parábola”. 


Cerca de 2000 anos antes do Cálculo começar a existir, Arquimedes teve a ideia de 
preencher o segmento de parábola com triângulos cujas áreas seguiam uma soma 
geométrica já conhecida na época. 


BN / 


Figura 3.7.20 
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O primeiro triángulo da série é o triángulo ABO. Do resultado do exemplo 3.7.i, a 
área do triángulo ABO é metade da área do triángulo ABS. 


1 
Ду = Aago = 2 Anes 

Considere agora o triangulo AOA. De maneira análoga traça-se triángulos interiores 

a este com área igual a metade de A aoa; 


Fazendo o mesmo para o triângulo BOB,, teremos que a soma dos triángulos 
interiores será: 


1 1 1 
А, = 2 Proa Ж 32508, =3 Ee + Agos, ) 
1/1 à A 
-5 (5 Años + fAs) =g д "ABS 


Repetindo este processo, teremos: 


A, = i27 55" Anes 
P RES MERKUR 
ECKE dne 
Kedon жЕ ua 
527 = 515 Mes 


Repetindo o processo infinitamente, os triângulos preencherão o segmento de 


parábola, de modo que: 
A =A, + А, + Аз +... 


1 1 1 
= Anes + g Pass + 35 Anos + +" 


= А ire) 
A AE mer 


Da expressáo da soma de P.G.: 


segmento 


Asegmento = 1 z 3 AaBs a 


O problema da quadratura da parábola de Arquimedes resulta em um 2? resultado 
semelhante. A demonstração por construção geométrica é semelhante à que 
acabamos de fazer. Deixamos como exercicio ao leitor (somente àqueles que 
forem realmente curiosos). 
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Sejam A e B pontos de uma parábola. Projeta-se o ponto médío M do segmento 
AB sobre a parábola em C. A relacáo entre a área do segmento de parábola 
destacado abaixo e a área do triángulo ABC é dada por: 


A segmento TA Aasc 


Resultado 3.7.6 


Para variar um pouco, mostraremos o resultado através do uso de cálculo Integral 
(nos exercicios de fixação propõe-se uma solução puramente analitica, sem uso 
de Cálculo). 


Note como a solução de Arquimedes se aproximava de conceitos de Cálculo, mesmo 
muitos anos antes do mesmo ser desenvolvido! 


Demonstração: 


B = (X. Ya) 


Figura 3.7.20 


Sendo a equagáo da parábola dada por y = zr x?, temos que: 
p 

Ф 

) x. 


1 
A segmento = Ange — | 2p” 2 


Desenvolvendo a equação acima, usando a fórmula da área do trapézio para o 


cálculo de A, ssa tem-se 


A _ (хв – Хд). (Ya + Ув) 1 (х5 xá 
segmento ^ ELO N, d 2р. 3 = 3 
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1.2 Ma 
Xs -Xa ) | —-x == 
NIC t g) LAC UM: 


2 2p (3 
eS Xà — х% +3xg xá Ba x] (Ea.!) 
2p 6 


Calculemos agora a área do triángulo ABC, em função de x, e x,. 


1 XA Ya 1 
Авс = 3 хв Ув 1 
хс Ус 1 
13-2 
Xa =" Xá 1 
2p Xa хї 1 
1 1 2 1 2 
=> X IX 1|2—- X X 1 
2 B 2p "8 4p B 8 : 
Xa FX ХА +X 
E] 1 (ap) (23 J ( "s J 1 
2 2p 2-5 
Xa * Xg | xa +Xa Y 
х, .х х ATÃB | у ( A a) ы 
4 A Xp + XA | 2 ) B 2 
4p x 
-xi E Xe — Xa ES в} 
ABC? T— | Xa Xa + Xa — Xa XBT xel | | 
Dex,»0ex, «0, tem-se 3x4: Xp? + X4? — 3Xa Xe — хв? < 0 
B A ' z a ^B A T A B B 
Com isso, de (Il): 
Aasc =a lh - Xa? + 3Xg Xa? — 3X4: Хв )= тєр (120: Asegmeno) 


4 
De onde, finalmente, tem-se que: Asegmento = 3 Ansc 
SU pls 
у?» EUREKA HI 


SESAU SE 3 
Arquimedes 
287 BC - с. 212 ВС 


256 Matematica EM NiveL IME/ITA — Vocuue ЇЇ 


3.8. Exercícios de Fixação 


Exercício 3.1 (IME — 1980) Calcule os eixos e a excentricidade da 

cônica, seção por um plano x em um cone de revolução R, de vértice V, 

sabendo-se que: 

1) A excentricidade da seção por л é a maior possivel para o сопе R. 

2) V dista de x 6 unidades de comprimento. 

3) R é tal que a segáo por um plano perpendicular a uma geratriz é uma hipérbole 
equilátera. 


Exercicio 3.2 Dada uma elipse de eixo maior AA', considere todas as cordas da 
elipse tracadas a partir de A. Determine o lugar geométrico dos pontos médios 
dessas cordas. 


Exercício 3.3 Dado um triángulo ABC de base AB fixa no plano. C desloca-se de 
modo que o perimetro do triangulo permaneca constante e igual a p. Determine o 
lugar geométrico descrito pelo baricentro do triángulo. 


Exercicio 3.4 Uma reta r, variável, de coeficiente angular 2, intercepta as retas 
y = хе y =-x, respectivamente nos pontos P e Q. Determine o lugar geométrico 
do ponto M, pertencente a r, tal que o produto PM . OM é constante e igual a 5/9. 


Exercício 3.5 (IME) Dados dois pontos fixos A e B (AB = d), considere as elipses 
passando por B, com foco em A e eixo maior de comprimento 2a, tal que 2a > а. 
Determine o lugar geométrico do segundo foco F das elipses. 


Exercício 3.6 Sejam os pontos A = (0,4) e B = (0,4). Por B traga-se uma reta variável 
que intercepta o eixo das abscissas em C. Por A traga-se uma perpendicular à reta 
AC, que intercepta a reta BC em M. Determine o lugar geométrico do ponto M. 


Exercicio 3.7 Na elipse de excentricidade 1/2, foco na origem reta diretriz dada por 
3x + 4y = 25, determine: 

a) O outro foco da elipse 

b) A equagáo das diretrizes da elipse. 


Exercício 3.8 O ponto M pertence a uma elipse de focos F' e F e com semieixos 
а = 5 е Б = 4. Determine o lugar geométrico do incentro do triángulo МЕЕ". 


Exercicio 3.9 É dada uma circunferéncia de diámetro AB = 12. Seja CD uma corda 
perpendicular a AB. Os pontos M e N dividem CD em 3 partes iguais. Determine o 
LG dos pontos M e N. 
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Exercicio 3.10 Mostre que as equagóes paramétricas a seguir representam uma 
hipérbole: 
[x «a. sect + xo 


t e (71, л) com discontinuidade em + 
ly 5a tat + yo 


NIA 


Sugira uma parametrização para a equação da parábola x? = 2p · y. 


Exercicio 3.11 y Seja D um ponto sobre a hipérbole de vértices P e P’. Usando 
0 resultado da parametrização de hipérboles do exercicio anterior, mostre que o 
produto dos coeficientes angulares de DP e DP' é constante. 


Exercício 3.12 (IME 1991) Determine o quadrado OABC cujos vértices sáo a origem 
e os pontos A(1,1); B(0,2); C(-1,1). Seja F(0,1) o centro desse quadrado e (P) a 
parábola de foco F e cuja diretriz é o eixo das abscissas. 


Pede-se: 


a) Mostre que (P) passa por A e por C. 

b) Determine a equacáo dessa parábola. 

с) Calcule as coordenadas do ponto D, segundo ponto de intersecgáo da reta BC 
com (P). 

d) Seja M um ponto qualquer de (P) cuja abscissa é x. Mostre que a poténcia de M 
em relação ao circulo de diámetro CD é: 


PU + 1 (x - 3) 


Exercício 3.13 (IME — 1996) Um triángulo ABC tem base AB fixa sobre uma reta 
r. O vértice C desloca-se ao longo de uma reta s, paralela a r a uma distância h da 
mesma. Determine a equação descrita pelo ortocentro do triângulo ABC. 


Exercicio 3.14 Demonstrar que a área do paralelogramo limitado pelas assintotas 
de uma hipérbole e as retas traçadas por qualquer de seus pontos e paralelas às 
assintotas é constante. 


Exercicio 3.15 Sendo P um ponto de uma hipérbole equilátera, demonstre que a 
distância de P ao centro da hipérbole é igual à média geométrica dos raios focais de P. 


Exercício 3.16 м Seja M um ponto de uma hipérbole. Uma paralela ao eixo 
transverso passando por M corta as assintotas em P e Q. Mostre que o produto 
МО -MP é constante. 
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Exercício 3.17 м Mostre que o produto das distâncias de um ponto da hipérbole 
às assintotas é constante. 


Exercício 3.18 2 (IME 2004) Considere a parábola Р de equação y = a : x? com 


a positivo e um ponto A de coordenadas (x,,y,), satisfazendo: yy <a- Хх Seja S 
a área do triángulo ATT", onde T e T' sáo os pontos de contato das tangentes a 
P passando por A. Pede-se que calcule o valor de S em função de a, x, e yo. Em 
seguida, calcule a equação do lugar geométrico do ponto A, admitindo S constante. 
Identifique a cônica representada pela equação obtida. 


Exercício 3.19 + (IME 2001) Considere uma parábola de eixo focal OX que passe 
pelo ponto (0,0). Define-se subnormal em um ponto P da parábola como o segmento 
de reta ortogonal á tangente da curva, limitado pelo ponto P e o eixo focal. Determine 
a equagáo e identifique o lugar geométrico dos pontos médios das subnormais dessa 
parábola. OBSERVACÁO: A definigáo de subnormal definida nesta questáo náo 
coincide com a definição que foi dada no capitulo 3. 


Exercício 3.20 Dados um sistema de eixos ortogonais XOY e um ponto A, de 
coordenadas (х,.у,) diferente da origem, considere dois pontos variáveis P e Q, P 
pertencente ao eixo OX e Q pertencente ao eixo Oy, tais que a área do triángulo APQ 
seja constante e igual a К real. Calcule e identifique a equação do lugar geométrico 
do ponto médio do segmento PQ. 


Exercício 3.21 4 Pelo ponto P tracam-se as tangentes perpendiculares PM e PM'a 
uma parábola. Mostre que MM' é uma corda focal e que FP é perpendicular a MM'. 


Exercício 3.22 De um ponto variável P traga-se uma reta de coeficiente angular 
m = 1, que intercepta a reta de equação 5x — 16 = O em um ponto Q. Sendo 
A = (5,0), determine o Lugar Geométrico dos pontos P sabendo-se que este se 
move de modo que PA - PQ. 


Exercicio 3.23 м Mostre que se uma reta corta as assintotas em P e Q e a hipérbole 
em M e N, então PM = NQ. 


Exercício 3.24 (IME 1987) Seja o semicirculo de diámetro AB = 2R er sua tangente 
em A. Liga-se um ponto P da reta r ao ponto B, interceptando o semicirculo no 
ponto C. Determine o lugar geométrico do ponto médio de AC, quando P desloca- 
se sobre a tangente. 


Exercício 3.25 м Uma reta tangente a uma hipérbole corta as assintotas em P e 
Q. Sendo O o centro da hipérbole, mostre que o triángulo OPQ tem área constante. 
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Exercicio 3.26 $ (12 Teorema de Apolônio) Seja Q um ponto de uma elipse. Traça- 
se a perpendicular QN onde N é a projeção de О sobre o eixo maior AA. Seja agora 
T o conjugado harmônico de N em relação a A e A. Mostre que a reta que passa 
por T e Q é tangente à elipse. 


Exercicio 3.27 (IME 1995) Seja ABC um triángulo qualquer no qual os 
vértices B e C sáo fixos. Determine o Lugar Geométrico descrito pelo 
ponto A, variável, sabendo que os ángulos B e C satisfazem a relação 
tgB- C = к, k constante real. Discuta a solução para os diversos valores de К. 
Considere como eixos coordenados as retas BC e a mediatriz do segmento BC. 


Exercicio 3.28 (Elipsógrafo de Arquimedes) Considere uma barra rigida de 
extremidades P e Q e comprimento fixo e igual a L. Considere também, um ponto 
R fixo, pintado, sobre a barra. Supondo que P e Q podem percorrer atrelados aos 
eixos Ox e Oy, respectivamente, prove que o lugar geométrico de R é uma elipse. 


Exercício 3.29 (ITA — 2001) Determine o coeficiente angular da reta tangente à 
elipse de equacáo abaixo e que corta o eixo das abscissas em P(8,0). 


x у 
16 * 9 


Exercicio 3.30 (IME 1988) Seja ABCD um trapézio cuja base maior AB = a é fixa e 
cuja base menor CD tem comprimento constante igual a b. A soma dos lados nào 
paralelos é constante e igual a L. Os prolongamentos dos lados náo paralelos se 
cortam em |. Demonstre que o lugar geométrico descrito pelo ponto 1, quando a 
base CD se desloca, é uma cónica. 


Exercício 3.31 м Considere 2 vetores de módulos diferentes v, e v,, inicialmente 
apontando na mesma diregáo. Se V, gira no sentido anti-horário com velocidade 
angular ш, e ў, gira no sentido horário com a mesma velocidade angular, mostre 
que a soma vetorial V, +V, descreve uma elipse. 


Exercício 3.32 Considere a reta normal à parábola y? = 2p-x по ponto 
(20-42, 2p-k) . Seja (20. m, 2p.m) o segundo ponto de encontro desta normal à 
parábola. Mostre que: 


mk+k?+2=0 


Exercício 3.33 м Determine o lugar geométrico do conjunto dos pontos a partir 
dos quais traça-se tangentes a uma parábola em T, e T,, tais que as normais em 
Te T, sejam perpendiculares. 
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Exercício 3.34 м A normal a uma parábola y? = 2p: x em um ponto P encontra o eixo 
principal em G. Seja Q um outro ponto da parábola, tal que QG seja perpendicular 


=—2 I2 
ao eixo da parábola. Mostre que: QG —PG constante. 


Exercício 3.35 Considere a elipse de focos F e F' e seja M um ponto qualquer da 
elipse. Mostre que o exincentro o triángulo MFF' com respeito ao lado MF estará 
sempre em uma mesma reta perpendicular à reta suporte de FF'. Sugestão: Use a 
expressáo das coordenadas do exincentro deduzida no Exercicio de Fixagáo 1.24. 


Exercício 3.36 (Teorema das Borboletas) Seja M (0,k) o ponto médio da corda 
AB paralela ao eixo transverso da hipérbole. Através de M, 2 outras cordas CD e 
EF são traçadas. ED corta AB em P e CF corta AB em О. Mostre que M é também 
ponto médio de PQ. 


Exercício 3.37 (IME 1989) Seja uma elipse cujo eixo maior AA' = 2:a e cuja 
excentricidade é 0,5. Seja F o foco da elipse, correspondente ao vértice A. Considere 
a parábola, cujo vértice é o ponto O, centro da elipse e cujo foco coincide com o foco 
F da elipse. Determine o ángulo entre as duas curvas nos pontos de intersecgáo. 


Exercicio 3.38 Seja a hipérbole de equagáo х?— y? = 1 e P um ponto variável desta 


hipérbole. Por P, tracam-se as retas de coeficientes angulares £42, que interceptam 
a hipérbole em A e B. Determine o lugar geométrico do ponto médio do segmento AB. 


Exercício 3.39 Seja a elipse a? - y? = b? .(a? - x?) e t uma tangente variável. Sejam 
M(x',0) e N(0,y') as interseções de t com os eixos coordenados. Determine a equação 
cartesiana do lugar geométrico descrito pelos pontos P(x',y') e esboce seu gráfico. 


Exercício 3.40 y (IME — 1989) Seja um triângulo ABC cujos lados são tangentes 
a uma parábola. Prove que o circulo circunscrito ao triángulo passa pelo foco. 


Exercício 3.41 (IME — 1974) Considere um cone de revolucáo, cujo eixo forma com 

uma geratriz o ángulo a. 

a) Determine o lugar geométrico dos focos de todas as parábolas, secóes planas 
deste cone. 

b) Seja P uma parábola, secáo do cone dado, cujo vértice lista d do vértice do 
cone. Calcule, em função de d e de о, a área do segmento parabólico de P, 
compreendido entre P e uma corda que é perpendicular ao eixo P e que encontra 
o eixo do cone. 
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Exercício 3.42 Determine o lugar geométrico descrito pelos vértices das hipérboles 
equiláteras que passam pelo ponto M(2,3) e que admitem como eixo de simetria, 
náo transverso, o eixo das ordenadas. 


Exercicio 3.43 (ITA — 2001) Seja o ponto A = (г, 0), com r > 0. O lugar geométrico 
dos pontos P = (х,у) tais que é de 3 . 1? a diferenga entre o quadrado da distáncia 
de PaA e o дорго do quadrado da distáncia de P à reta y = —r é? 


Exercício 3.44 (IME 1984) Dá-se (P) uma parábola de foco F e diretriz d. Sejam M 
um ponto qualquer de P, M, sua projeção sobre d, M, a projeção de M, sobre FM. 
Identifique o lugar geométrico de M, quando M descreve a parábola P. 


Exercício 3.45 Dados os pontos С = (0,4) e D = (0,-4) e a elipse 3x? + 5y? = 60, 
traça-se para cada ponto M da cónica a reta CM que intercepta o seu eixo focal em 
N. Determine o lugar geométrico do ponto de intersegáo das retas OM e DN, onde 
O é a origem dos eixos coordenados. 


Exercício 3.46 Considere duas circunferências C, e C,, com raios г, e r, 
respectivamente (г, < r,), tais que C, é tangente internamente a C,. Considere agora 
uma terceira circunferéncia variável tangente externamente à C, e internamente à 
C,. Determine o lugar geométrico do centro desta circunferência variável. 


Exercicio 3.47 м Considere a parábola y = x? е o ponto variável Р = (t, t?) 
pertencente a parábola (t variando no conjunto dos reais). Seja h uma constante real, 
eos pontos Ае B sobre a parábola com abcissas t - h e t + h, respectivamente. 
Mostre que a área do triángulo PAB é constante, independente de t. 


Exercício 3.48 м Nas condições do exercício anterior, considere o ponto Q da 
parábola que possui abcissa exatamente na metade do caminho entre as abcissas 
de P e A. Mostre que a área do triángulo ОАР é constante, independente de t. 
Utilize este resultado para re-demonstrar o Teorema da Quadratura da Parábola 
de Arquimedes (Resultado 3.7.6) 
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7a аа 


4.1. Mudanca de Coordenadas 


No capitulo anterior aprendemos a reconhecer a equação de uma determinada seção 
cónica caso ela esteja representada em um sistema de eixos coordenados adequado. 
Comentamos também que a aparéncia da equagáo depende completamente do 
sistema de eixos em que ela está descrita. 


x? 2 
y vus 
Como exemplo, citamos a elipse de equação 16 + F = 1 da curva abaixo: 
+y 
x 


Figura 4.1.1 


Esta mesma elipse (com mesmos semieixos e excentricidade), deslocada com 
relacáo ao sistema de eixos com abaixo teria que tipo de equagáo? 


Figura 4.1.2 


É justamente isso que vamos aprender a fazer agora! 


Para comegar este capitulo, vamos demonstrar um teorema bastante importante 
para о nosso desenvolvimento a seguir. 


— А 


; Uma seção cônica qualquer, em um dado sistema: de coordenadas, Será sempre | 
| representada por uma equação quadrática (também conhecida como equação : 
‚ geral de uma segáo cónica) do tipo: 


| Ax? + Bay + Cy? аар 


Resultado 4. 1. 1 
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Demonstragáo: 


A demonstração é simples e consiste apenas de um desenvolvimento algébrico do 
22 Teorema de Dandelin. Vamos relembrá-lo (Resultado 3.1.3). 


Para todo ponto P de uma segáo cónica de foco F, existirá uma reta d tal que: 


Representaremos Р e d de forma mais genética possível. Seja F = (x,y) e d de 
equação: rx + sy + t=0. 


Do resultado 3.1.3, segue: 


px + sy + t| "S 
г2 + 52 
Elevando а equação ao quadrado: 
2 
2 2 rx + sy +t 
(Х-х) + (у-у) = клы г (еа. 1) 


T +5 


Desta maneira, podemos reescrever a equagáo (1) como: 


2 2 2 (rx + sy + E 
(x-x) + (у-у) = e "uU ЕШШ 
2 
$ os (12x? + s? y? + 2rsxy + 2rtx + 25:t-y + 2) 


Desenvolvendo a equação acima, chegamos a: 


Ах? + Bx-y + Cy? + Dx + Ey + F=0 (eq. 1) 


Onde: 
(1-02)? + s? 2e?.r.s (1-62) +1? 
A 2 z B=-7 pe 2 2 
r-s r^s r^s 
2 2 2,2 
e?.r.t | е 5-1] 2 2 e*t 
D=-2 x; + ————2 | E=-2yç + p FEX EN 
(x P3] n 2.52) г2 + 52 


А equação (Il) conclui a prova! y 
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OBS.: 


Por enquanto tudo que sabemos é que dada uma segáo cónica e um sistema de 
eixos coordenados em seu plano, a equacáo que representa a curva será uma 
equação quadrática. ' 


Se conseguirmos transformar estas equações quadráticas, por meio de mudanças 
de variáveis, nas equações canônicas já conhecidas, poderemos reconhecer de 
qual cônica se trata, e até mesmo extrair as informações geométricas necessárias 
į Рага tracá-las. 


Translacáo de Eixos 


Considere dois sistemas de eixos. Um deles (х'оу’) é tal que seja deslocado de x, 
unidades para direita, e y, unidades para cima em relação ao outro sistema хоу. 


Figura 4.1.3 
, X = X'+ Xo 
Da figura acima, temos: 1 
y =yY+Yo 


= X-Xg 


Ou, invertendo: |, 
Y - Yo 


Nos capítulos anteriores, ao estudarmos as equações de circunferências, elipses, 
hipérboles e parábolas vimos que o fato de deslocarmos estas figuras geométricas 
na direção horizontal ou vertical altera a aparência da equação de forma bastante 
particular (como no exemplo da elipse abaixo). 

+Y 


Figura 4.1.4 
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Consideremos a mudanga de variáveis: 
X' 2 X-Xg 
y" -y-yo 
Agora podemos entender o sentido geométrico desta transformação. 


Estamos deslocando os eixos coordenados de tal forma a coincidirem com os eixos 


canónicos da curva. Nestes novos eixos a equação da curva toma a “aparência” 
conhecida. 


2 2 


— + &— = 1 


Yo 


Xo 
Figura 4.1.5 


| Translacáo de Eixos 


Sendo (x'oy') um sistema de eixos deslocado de p unidades para a direita e q | 
| unidades para cima em relagáo ао eixo (хоу), as coordenadas de um ponto nos 


| dois sistemas se relacionam de acordo com o seguinte sistema: | 
| 


fx =x-p | 
lv = y-a | 


Resultado 4.1.2 


Eliminação dos Termos Lineares de uma Quadrática 


Das equações da translação de eixos: 
x=a+x 
y=b+y 
Substituindo na equação geral da cônica: 
А(а+х')° + Bla+x")-(b+y") + C(b+ yy * 
+ О(а+х') + E(b+y') + F=0 
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Organizando, obtemos: 
Ax? + Вх'у' + Cy? +x(2Aa + Bb + D) + y(2Cb + Ba + E) + 
+ (ala + b2C + Bab + Da + Eb + F)=0 


Repare que podemos escolher a e b de tal modo que os termos em x e em y 
desapareçam. Basta que: 

[2Аа + Bb + D=0 

[Ba + 2Cb + E-0 


| 


Isto nos permite escrever o seguinte resultado. 


- е A OEE 


Dada uma curva quadrática Ax? + Bxy + С.у? + Dx + Ey +F=0 a 
translação de eixos (x,y) — (x',y') tal que a equação resultante não possua os ; 
termos lineares em x e y será da forma: 


[х = а+х' 
ly = b«y' 


Onde a, b sáo determinados resolvendo o sistema: 


[2Aa + B-b + D=0 
[Ba + 2C.b + E=0 | 


A ot ge ata o q 


Resultado 4.1.3 
p 4.1.a Encontre o sistema de eixos tal que a equacáo abaixo, quando 
representada no novo sistema, nào possua termos lineares em x e y. 
3x? + 8xy + y? + бх + 2у + 3=0 


Solugáo: 


Usando o resultado 4.1.3, as constantes da translagáo de eixos seráo encontradas 
resolvendo o sistema: 


4 
[23a + 8+6=0 _ [3a « 4b « 3-0 Е: 
[8а + 21b «2-0 ее lb --2 

7 13 


Logo о novo sistema de eixos que resolveráo problema será; 
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Interessante. Quer dizer que a 
mesma curva neste novo 
sistema náo terá os termos em 
x' e y' na equagáo? Pena que 
é mais uma fórmula que tenho. 
que decarar. 


| OBS.: 

! | Felizmente, neste casos náo precisa decorar a fórmula! Um métodomnemónico 
| nos ajudará a lembrar este resultado de maneira simples.Observemos o sistema 

' -que determina as constantes de translação queeliminaráo os termos lineares: 


2Aa + 8b+0=0 
Ba + 2C-b + E=0 


i 


| Note que a primeira equação é exatamente igual à derivada da equação geralem 
| relação a x (considerando y constante), aplicada no ponto (a,b). Asegunda é igual 
| à derivada da equação geral em relação a y (considerando xconstante). 


| : 
| No exemplo anterior: 


tl 
o 


д | 
Aé + xy + y? + 6x + 2y +3) = ба + 8b + 6 
gs (ab) 


Il 
o 


| lab) 


| с 

| P(a y вху + y? + 6x + 2y +3) = 8а + 2b+ 2 
ду 

| Vale ressaltar que este é apenas um método mnemónico! Trata-sesimplesmente 

‚ de uma maneira mais fácil de lembrar o sistema de eixos queeliminará os termos 

lineares! 


Da demensiracáoia do resultado anterior cabe ainda тото alguns outros detalhes! 


х'=х-а 
Da translagáo de eixos | : b resulta: 
y'- 


Ax? + Bx'y' + Cy? + x'(2Aa + Bb + D) + y (2Cb + Ba + E) + 
+ (аА + b?B + Bab + Оа + Eb + F)=0 
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Podemos dizer que a translação de eixos transforma uma equação quadrática 
Ax? + Bxy + Cy? + Dx + E-y + F=0 na seguinte equação: 


Ax? + B'x'y' + cy? + Dx + Ey + F'=0 


A'SA Es 2Аа + Bb + D 
Onde Ip: -B ; 2Cb + Ba+ E 
l= с an RE 


Uma translação de eixos não altera os termos quadráticos. A, B e C da equação ! 1 
geral da segáo cónica. | 
Resultado 4.1.4 


кызуы d 


х 
Dada a translacáo de eixos | o termo independente da equagáo 


"| 
| 
1 
yy | 
resultante é obtido substituindo o par (a,b) na едиасао geral da curva: | 


F'- Aa? + Bab + Cb? + Da + Eb +F 


Resultado 4.1.5 


Exemplo 4.1.b Sem desenvolver a translacáo, use os resultados que acabamos de 
ver para encontrar a equação resultante da translação de eixos feita no exemplo 
4.1.8. 


Solução: 


Sabemos que os termos quadráticos não se alterarão, os termos lineares serão 
anulados e que: 


/ 1% 1 9 9 Y 1 9 351 
Past) «domo lol _ 351 
La Ca] ESAS 169 


A equagáo resultante da translacáo será portanto: 


Em alguns casos, a eliminação do termo linear por meio de translação de eixos 
não será possivel. 
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Isto ocorrerá quando o sistema do resultado 4.1.3 não tiver solução (ou que sua 
solução não seja única). 

2Aa +Bb-D-0 

Ba + 2Cb + E=0 


Estes casos ocorrerão quando o determinante principal do sistema for nulo. 


|2А В 


A= = 4AC - B? 
|в 2C 


Ou seja, se a curva for tal que B? = 4.А. С, então será impossível eliminar o termo 
linear por meio de uma simples translagáo de eixos. 


Exemplo 4.1.c Descubra para quais seções cónicas (elipse, hipérbole ou parábola) 
nào será possivel eliminar o termo linear por meio de uma translagáo de eixos. 


Solugáo: 
Lembremos as constantes da curva em fungáo dos parámetros da reta diretriz 
d: rx + Sy + t = 0, foco F = (x, у) e excentricidade e que definem a cónica. 


2 2\2 
Pfi- е2) + г? E 2e?.r.s e +(1-е js 
A s > Ba-5DC=- M 
r + 52 г2 + 62 г2 + 52 
2 2 \ e2 t? 
e rt) t i E 
D=-2x + | E=-2y + FE=sxp +y 2 2 
(x г2 +s?) Un 2 2) T^ 5 
E, portanto: 
, y 2 
2 г2(1 - e? + 52 82(1 - e? +r 2e?.r.s 
Е 2 + s? г2 + 52 г2 + 82 
` ` 


Desenvolvendo 


(1 - е2) + s? 5241-е?) +r 2e? za 
4A-C - В? = 4 ы | 2 4 52 | Е = 
E Е 2 ( s? ( + (1-2) ) + (1 = e?) (rt + s^) - et. 2)- 

(2 + 2) 
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ape Ер o e-1 
4A-C -B2>0 o 0<e<t 


Logo: 
4A.C - B^ «0 o e>1 


Com isso, concluímos que nos casos elipse e hipérbole será possivel eliminar o 
termo linear por meio de uma translagáo de eixos. Já no caso parábola, isto nào 
será possível! Vale notar que as degenerações de parábolas também não permitirão 
a eliminação dos termos lineares a partir de uma única translação de eixos. 


A partir do resultado do exemplo anterior, escrevemos: 


Para uma segáo cónica descrita por | 
Ax? + Bxy + С.у? + Dx + E-y + F=0, 

definimos o determinante da cônica como sendo: j 
Acónica = B? – 4A-C | 

Apenas pelo sinal deste determinante descobriremos de qual tipo de segáo | 
cónica se trata: 
Acônica = B^ - 4А-С < 0 (tipo elipse) 


| 
= B?- 4А-С > 0 (tipo hipérbole) | 
| 
i 


Acónica 
Acônica = B? — 4A-C = 0 (tipo parábola) 


Resultado 4.1.6 


OBS.: As degenerações de cada tipo estão incluídas nos casos acima. Portanto, | 
o sinal do determinante não nos permite distinguir uma elipse de uma elipse | 


degenerada, por exemplo. 


Para facilitar futuras referências, vamos definir centro de uma seção cônica. 
Dada uma cônica descrita por sua equação geral ш | 
Ax? + Bxy + С-у2 + Dx + Еу + ЕР= 0 | 
definimos o centro da cónica como sendo o ponto (x,y), solução do sistema: | 
2Aa + Bb+D=0 | 
lins 2Cb + E«0 | 
| 
| 


No caso de seções do tipo parábola, em que não há solução para o sistema 
acima, dizemos que a curva náo possui centro. 


Definicao 4.1.1 
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Note que, de acordo com esta definição, mesmo as degeneracóes de elipses e 
hipérboles possuiráo centros (mesmo que náo seja geometricamente intuitivo). 
Vejamos isto no exemplo a seguir. 


Exemplo 4.1.d Verifique se é possivel eliminar os termos lineares da equação abaixo 
com uma simples translacáo de eixos. Caso seja possivel, determine a equacáo 
resultante da translação. 


3x? + y? + бх + 2y + 5-0 


Solugáo: 
Sabemos que esta curva é do tipo elipse pois: 


^-. 2B?- 44.02 36 – 4.3 < 0 
conica 
Logo a curva possui centro. O mesmo será a solugáo do sistema: 


[6х +6 = 0 


ly «2-0 => centro = (-1,-1) 


Após a translação de eixos, F' = з(-1)? + Car + 6(-1) + 2(-1) + 5 =1. 


A equagáo da curva após a translagáo será [3x2 +y2+1=0). 


| OBS.: Aequagáo obtida no exemplo anterior mostra que a curva dada representa 
| o conjunto vazio uma vez que nào existe reais x' e y' tais que: 
| 


| 3х2 +у? 4120 


' Portanto, devemos nos atentar ao fato de que, de acordo com a nossa definigáo, 
mesmo as degenerações das seções cónicas podem possuir centro! 


Uma boa maneira de não ser pego de surpresa por estas degenerações é analisar a 
equação da quadrática como uma equação do 2º grau em uma das variáveis (x ou y). 


No caso anterior, note que: 3x? + 6x + (у? + 2y + 5) =0 


Resolvendo a equação do segundo grau pelo método de Báskara: 


-6 + [36- 12(y? + 2y +5) E J-12(y + 12 - 12 


N 
6 6 
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O discriminante será negativo para qualquer valor de y. Portanto, de fato, náo há 
solucóes reais para a curva dada! 


Vamos citar outros exemplos de degenerações que podem ser "desmascaradas" 
deste modo: 


i) Duas Retas Concorrentes: 


Exemplo: x? + ху – 2у2 + х + 2у = 0 


> х2 + x(y + 1) + (-2y? + 2y)=0 
(y + 1) + Jo * 1)? - 4(-2y? + 2y) 
Bac ил 


AER (зу 17 
2 


> Xx 


=> х 


Logo: х = -2y ou х = y - 1 o que representa duas retas concorrentes no 


R?. Esta é uma degeneração do tipo hipérbole, pois: д.5. = 17 4:1-(-2) > 0. 


ii) Duas Retas Paralelas: 


Exemplo: y? + 6x-y + 9х2 - 9х - y 2-0 
= 9x? + x(6y - 9) + (y? - зу + 2) - 0 


-(6y - 9) + (бу - 9) - 36(у2 - зу + 2) 


> x= 
18 
= E E -9+ 
len 9) + Ya _ (8y - 9) + 3 
18 18 
-y - 2 -y -1 A 
Logo x = — ou х= —— —, o que representa duas retas paralelas no R?. 


5 
Esta é uma degeneração do tipo parábola, pois: 


Asus = 36 — 4(1.9) = 0 


cónica 
iii) Um único ponto: 
Exemplo: 

x? + 2x + уг - dy 5=0 > x? + 2x + (y? - 4y + 5) =0 


-2 + 4 - 4y? + 16у - -2 + ./-4(y-2) 


2 2 


> x= 
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А única solugáo real, neste caso, осоггега para у = 4, e portanto 
(xy) = 61,4). 


Esta degeneração é do tipo elipse, pois: Acónica = 0 - 4 < 0. 


Vejamos uma interessante questáo do ITA a seguir ajudada por esta precaugáo 
contra as “pegadinhas” das degenerações. 


Exemplo 4.1.e (ITA 2003) Determine a área do polígono situado no primeiro 
quadrante que é delimitado pelos eixos coordenados e pelo conjunto: 


(xy) eR?: 3х2 + 2y? + 5х-у — 9x - By + 6=0) 


Solução: 


O enunciado denuncia que trata-se de uma degeneração ao mencionar que a 
figura geométrica resultante delimitada pela curva e os eixos coordenados será um 
poligono. Vamos resolver a equação do 2º grau em x: 


3x? + x(5y - 9) + (2y? - 8y + 6) - 0 


(9 – 5y) + Je - 5y} — 4-3-(2y? - ву + 6) 


= х= 
6 
9 - 5y) + J(y«3y 
E E RI 
6 3 
A figura resultante mencionada no enunciado é 
(0,3) 
(0,1) 
| (1.0) (2,0) X 
Figura! 


A área vale (usando o algoritmo do Exercicio 1.30): 
03 


1 
1 5 5 

= -[6-1 = — 2 Агеа = 
" zl | 2 


On a O 
wo 
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Rotagáo de Eixos 


O que será que acontece com as coordenadas de um ponto se rotacionarmos o 
sistema de eixos de um ángulo Ө. 


P = (uy) = (х,у) 


Fig. 4.1.7 
Segue da figura 4.1.7 que: x = x^cos0 – y'-senB 
Observe ainda que um raciocinio análogo nos dá que: 
У = X*sen0 + y'cosO0 


Juntando as duas equações temos a transformaço mais conhecida como rotação 
de eixos: 


x = X^cos0 ~ у" ѕепб 
y = x-sen0 + y'cos0 
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Para expressar x e y em função de x e у basta inverter o sistema acima: 


[х 
ly 


x-cos0 + y-sen9 
-x-sen0 + y-cos6 


| Rotação de Eixos 

| Sendo (х'оу') um sistema de eixos rotacionados de Ө em relação ao eixo (хоу). com 
i a mesma origem, as coordenadas de um ponto nos dois sistemas se relacionam 
| de acordo com o seguinte sistema: 

x-cosg + y-sen0 


I 
| 
| = —X.senO + y-cos8 
L: 


| PERE 
< x 
ШИП 


Resultado 4.1.7 


r - В 
! OBS.: Existe ainda uma maneira mais simples de se determinar as equações de 
| rotação, usando números complexos. 


! Rotacionar os eixos de um ángulo Ө e escrever as novas coordenadas de um 
| ponto Р = (x,y) equivalem a escrever as coordenadas de Р' (o vetor rotacionado 
| de 9) no sistema original. Basta observar a Figura. 


| y 


| Fig. 4.1.8 

| ОР' = OP.cis(-0) = x' + у"і = (х + y:i) (cos8 ~ ї-ѕепӨ) 
x’ = x.cos0 + y.seno 

i y'= -x.senO + y-cos6 

| As equações acima são exatamente as mesmas obtidas geometricamente. 

| Рогёт, a rapidez nesta demonstração facilita deduzir “na hora da prova” de 

; maneira mais prática. 


| Se houver dúvidas, consulte o volume 1 desta coleção Matemática em Nível IME/ 
¿ITA que aborda o assunto de Rotagáo de Vetores usando Números Complexos. 
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Eliminação do Termo Retangular de uma Quadrática 
Das equações da rotação de eixos, temos: 
fx = x'cos0 - у" ѕепӨ 
ly = x*sen8 + у" соѕӨ 


Vejamos о efeito que ита гоїасао genérica tem sobre а equagáo geral da curva. 

А.х2 + B-x-y + Cy? + Dx + Ey + Е=0 
= A(x'cos0 — y' seno)? + B(x'cos8 - y'senb)-(x-senB + y*cos8) + 
+ C(x'senU + y” coso)? + D(x'cosU – y'sen0) 
+ E(x' send + y'cos0) + F =0 

Organizando, obtemos: 
(A -сов20 + B-cos0-senB + С.ѕеп20). x? * 
(C: cos? o - B:sen0-cos0 + А. sen?o). y? " 

(2 C-cos8-seng — 2-A-cosb-seng + B.cos?0 – В. ѕеп29). х" y + 
(D:cos0 + E-sen6)-x' + (E:cos0 - D.sen0).y' + F=0 

Se organizarmos na forma A* x? + B'x*y' + Cox y? + D'x' + E*y' + F'=0 

teremos as seguintes relações: 
A'=A-cos?8 + B-cos9-seng + C-sen?e 
B'- 2.соѕ0.ѕеп (С-А) + B-(cos?9 - sen?o) 
Ic'=C-cos?6 — B-cos6-seno + A-sen?g 
D'z 0:соѕ0 + E-sen8 


E'=E-cos6 - D-sen8 
F'=F 


Isto nos permite escrever os seguintes resultados. 


Dada uma curva quadrática A: x? + B-x-y + Cy + Dex + Ey+F=0a 
rotação dos eixos coordenados de um ángulo 8 não altera o termo independente F. | 


Resultado 4.1.8 


Demonstragáo: 


Veja o desenvolvimento acima. 
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| О ángulo 8 de rotação que eliminará o termo retangular (coeficiente do termo xy) 
| da едиасао quadrática é tal que: 
! 


tg(20) = _ — ro 


PETIERE E 


Resultado 4.1.8 
Demonstração: 
Do desenvolvimento acima, o termo retangular será nulo quando: 
B' = 2cos8.sen8-(C- A) + В(соѕ20 - ѕеп20) = 0 
Usando as expressões de arco dobro, da trigonometria, reescrevemos a equação 
acima: 


B 


sen(28)-(C - A) + B-cos(20) = 0 =  tg(20) = E o 


| OBS. 1: Se A = C, o valor de 8 que eliminará o termo retangular será tal que: 


cos(20)=0 > Ө=+ 


; OBS. 2: Note que a rotação altera os termos lineares da equação, desde que os 
: mesmos existam! Para eliminar ambas as partes lineares e retangular é portanto 
; aconselhável fazer primeiramente a translação de eixos e depois a rotação. 


| OBS. 3: Do resultado 4.1.9, sempre haverá mais de um ángulo diferente que 
| eliminará o termo retangular. Qualquer um nos servirá! Porém, para mantermos 
¡ Uma convencáo, nós escolheremos daqui para frente o menor ángulo positivo 
| entre eles. 


Exemplo 4.1.f (IME) Determine o lugar geométrico definido pela equação em К: 
2x? - 4x.y + 4y? - 2х - 8y + 9-0 
Solugáo: 


Vamos, primeiramente, tentar eliminar os termos lineares. O sistema da translagáo 
de eixos que eliminará estes termos será 


— > 4x -4y- 2-0 


— > -4x+8y-8=0 
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5 
Resolvendo o sistema encontramos o centro da curva: centro = (s 3i 


Esta translação não altera os termos quadráticos. O termo independente após a 
translação de eixos será: 


2 x 
2 5 5 5 
F’ = 2(3)° - 4(3) = 4>] -2A3)-B-|+9=-4 
er 3) + 42) - 2m - 63) 
A equação após a translação de eixos será portanto: 
2x7 — 4x-y'+4y2 -4=0 


Ou ainda: 
x2-2xy'+2y2-2=0 


Vamos agora, por meio de uma rotação de eixos, eliminar o termo retangular. O 
ângulo de rotação 6 que fará esta eliminação será 


) Se эе 3] = arctg(2) 


8 
20 = t 
ace [ E 1-2 


Como qualquer ángulo que tenha tangente igual a 2 nos será suficiente, consideremos 
o triángulo retángulo: 


J5 28| , 


De onde segue que: cos(20) - E = EZ e, portanto: 


" n * cos(20) A 
2 


cost 


=== 1 5 m eae 
[1 - cos(20) " TUBES E 
NE GERA S EO NEC 


ѕеп = 


As equações de rotação são: 


PEE XE p 7 


"Y 10 10 ? 
| 2 [5- 5. " 545 u 
Y 10 Fa 
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Basta então substituirmos as equações de rotação na equação da curva 


2 2x.y'+2yº -2-0 


5+5 a 5-45. Ri ol [5-45 ,. 5+8_ | 
Vo (us (| + 10 + № mm? 
EU " n 


10 10 УНА = Ё EEr) TERI 
EE, " p ES v2) 


EE E з у 25x di pi ы IE 
1 HAE -y" A ы 
= (= Ee к (258^ EU 
2 
- x"? { y"? 


Es Ed 


Descobrimos, após uma translação e rotação de eixos adequadas, que a equação 
era de uma elipse com eixos: 


Figura 1 
Propriedades da Rotação de Eixos (Termos invariantes) 


En gostei da ideia e 
entendi a utilidade. Mas 

confesso que tenho medo 
de me perder nas contas... 
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De fato errar em contas em questóes como o exemplo anterior náo é nada incomum 
O procedimento, embora simples, requer uma manipulação algébrica em alguns 
casos um pouco trabalhosa. 

No entanto, veremos que algumas propriedades da rotação de eixos ajudarão a 
tornar nossa vida muito mais fácil! Vejamos a seguir. 


A soma dos termos em x" (isto ё, A) e em y? (isto é, C), não sofre alteração após 


uma rotação: 
А'+С'=А+С 


Resultado 4.1.10 


Demonstragáo: 
Do desenvolvimento do resultado 4.1.7, lembremos que uma rotagáo de um ángulo 
9 qualquer resulta em uma nova equação tal que: 


А' = Acos?0 + B-cos0-seng + С-$еп?Ө 

B' = 2cos8.sen&.(C - A) + B (cos? e - sen?) 

C’ = C.cos?8 - B-cosg-seng + A-sen?g 

D' = D-cos6 + E seno 

Е' = E:cos0 — D.sen8 

peg 

Logo: 

А' + С' = (А cos?9 + Bcosg-senô + С.зеп^Ө) 

+ (C-cos? o - B:ense-sent + A seno) 
= A (cos? ө + sen?) + C(cos?g + зеп?ө) =А+С а 


=1 =1 


O determinante da cónica nào sofre alteração após uma rotação: 
B? – 4A.C' = B? - 4A-C 


Resultado 4.1.11 
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Demonstragáo: 
Usando novamente o resultado de uma rotacáo qualquer: 
А' = А:соѕ20 + B-cos0-seng + C.sen?8 
B' = 2cos0.sen&.(C – А) + B (cos?e — sene) 
C'=C-cos?8 – B- cos@ seng + A-sen?g 
D'=D-cosg + E-seng 
E' = E.cos0 - D.sen8 
F'-F 
Temos: 
2 
B? = (2cos6. sene- (С - A) + B(cos?e - ѕеп?9)) 
= (sen(20).(C - A) + B cos(28))* 
= sen'(20).(C — AY + B(C - A)sen(49) + B^cos?(20)  (Eq.!) 
E, também: 


sen(28 
А*С' = (лее + C.sen?g + s S9) (c costo + Asen?8 – seem) 
Desenvolvendo: 
- A-C(cos* Ө + sen*6) + (A? + C?).sen?e-cos? Ө + 


+ É. sen(26); (sento - cos? ө) + 


вс B > 
+ = sen(20)-(c0s*e - sen?g) - Pull (20) 


; ; B? 
B sen(20): cos(20) * 22 .sen(20). cos (20) - q sen (20) 


TET 


= A-C-(1 - 2sen*8-cos? Ө) + (a? + C?)-sen?o-cos? Ө + 


2 
= acl sen?0 + cos? 0) - 2sen?0.cos? o) + (А? + С? ).ѕеп20-соѕ? 0 
А 


) 2 
st (o.c - AB) - Z- sen (20) 


= sen0 cos? 9 (A* + 0?4- 2A-C) + A.C + 


4 n2 
" sent) (g.c - A-B) - É -serê (20) 


2 2 
ter (20 (B-C - A-B) - Z ser (20) (Eq. Il) 


48 
(А-СУ о 
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Finalmente, de (1) e (11): 
B? - 4А`С' = 


= sen'(2-6H(C- A). + B(C-A):sen(4-8) + B?.cos? (20) 
2 2 à 
a EL + nc + 50049) (s. c A-B) - Esen? (20) = 


= «sen(40).(B.C - A-B - B.C + A-B) + B2(cos?(28) + sen*(20)) - 4A-C 


=0 =1 
= В? - 4A-C 


Logo: В? – 4A*C' = В? - 4A-C o 


E como é que isto 
poderá nos ajudar? 


Sabemos que, após uma rotação, os termos a seguir são invariantes: 
А'+С'=А+С 
E - 4А*С' = B? - 4A-C 
Se desejamos eliminar o termo retangular B, teremos que: 
A'-C'-A-«C 


; B? - 4A-C 
A*C' = ———— 
-4 
Como a equação antes da rotação é conhecida, A, B e C são conhecidos. As 
equacóes acima nos mostram que os valores de A' e C' da equacáo após aplicada a 
rotagáo que elimina o termo retangular também sáo conhecidos. Como conhecemos 
a soma A + C', e o produto А.С’, teremos que A e С’ serão as raizes do polinômio: 


k? - (A' + C'}k + (A*C) = 0 
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Ora, se a equação já nào possuir termos lineares (basta aplicar anteriormente uma 
translação de eixos adequadas) nem termo retangular, e sabendo que o termo 
independente não é alterado, a equação resultante é obtida de maneira incrivelmente 
simples! 


Para resumir o que acabamos de discutir, vejamos o exemplo a seguir: 


Exemplo 4.1.9 Resolva novamente o exemplo 4.1 .f e identifique o lugar geométrico 
descrito pela curva abaixo usando os termos invariantes de uma rotação de eixos. 


2x? - 4х-у + 4y? – 2x-8y+9=0 


Solução: 


Comecemos eliminando os termos lineares da mesma forma feita no exemplo 4.1.f. 
Chegamos, portanto à seguinte equação: 


x? - 2xy+ 2у2- 2 = 0 
Dos termos invariantes de uma rotagáo, sabe-se: 
[А'+С'=А+С=1+2=3 
|B? - 4А`С'=В2^- 4АС=4-42=-4 
Como desejamos obter а rotagáo que elimina o termo В', teremos: 
[А' + C' = 3 
ЇА"С' = 1 


А e C' serão, portanto, raízes da equação do 2º grau: 


la ¿8 
kè- 3k+1=0 > - 2 _ 
[or = сс 

SENE. 


Portanto, a equagáo resultante será 


Que é a mesma equação encontrada no exemplo anterior! 
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y » = " = "4 
OBS. 1: No exemplo anterior, ao resolvermos a equagáo do segundo grau para t 
A e C', poderíamos ter tomado 


i 


‚_3+\5 
|к- 5 
1 3-5 | 
le- 2 | 


Isto mudaria a equação, de fato. Simplesmente, o que está sendo feito é uma ; 
rotação no sentido contrário, que também adequará os eixos aos eixos da elipse. . 


Y 


Fig! 


OBS. 2: Se a curva for do tipo parábola, vimos que ela nào possuirá centro. 
Consequentemente não conseguiremos eliminar os termos lineares com uma; 
simples translagáo de eixos. 1 


Quando a rotação for aplicada, estes termos lineares serão alterados. Sugerimos : 
que nestes casos,o método usado no exemplo 4.1.f seja utilizado! 


OBS. 3: Resumo da Simplificação de uma Equação Geral de uma Cónica 
Passo 1: 


Para evitar de cairmos em degenerações, tenta-se resolver a equação do 22: 
grau em x ou em y. Se não obtivermos sucesso, passamos ao passo seguinte. | 
| Passo 2: | 
* A curva não é uma degeneração. Procuramos então saber se ela possui centro | 


t utilizando as equações da translação de eixos: | 


Ir 
o 


9 
= 2Ax + B D 
E > y + 


— э Вх+ 2С-у + E 


Ш 
© 
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r 2 
t Passo 3: 


|i Seo sistema não possuir solução, a curva não possui centro. Logo, trata-se de 
j uma parábola. Neste caso, a única alternativa é determinar o ángulo adequado 
; para a rotagáo que eliminará o termo retangular. Para isso, usamos que: 


| в 
= t 
20 - arc d = z) 
i 


| Tendo obtido o valor de Ө, aplica-se as equações de rotação para determinar a 
; equação resultante: 


| px 


ly 


x"cos6 — y'sen8 
X'senO + y'cos0 


Lembre-se do método dos nümeros complexos para ajudar a decorar estas 
equagdes! { 
Passo 4: | 
Caso a curva possua centro (a,b), calculamos o termo independente ' 
pós-translação da seguinte maneira: i 


| F'- Aa? + Bab+ Cb? +Da+Ebh+F 


Passo 5: 
| Usamos os termos invariantes de uma rotação para determinarmos A' e С": 
А' + С' = А + С 


B? – ДА:С 
-4 | 


| [aro = 


Passo 6: | 
Tendo em máos A', C' e F', a едиасао resultante será: 


Atx? + Cy! + F = 0 | 


4.2. Retas Tangentes 


O seguinte resultado foi visto individualmente para as seções cônicas em suas 
formas canônicas. Vamos demonstrar o caso geral. 


Sugerimos que o leitor releia o que foi feito nos casos anteriores, pois a demonstração 
neste caso é rigorosamente análoga. Para facilitar as contas, optaremos desta vez, 
pela solução usando cálculo diferencial, 
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ы — л 


Considere a curva a seguir o ponto P = (x, Yọ). 


Ax? + B-xy + C.y? + Dx + Ey +F=0 


A equação da reta tangente é curva no ponto P é dada por: 


| 
| 
A(xo-X) + fox ау + C(yo:Y) + pf +) + E DE Уо) + Е = ol 


Resultado 4.2.1 


Demonstragáo:Sabendo que na equagáo geral da curva, y pode ser descrito como 
uma função de x, derivamos a equação dos dois lados com respeito à variável x: 


Ax? + Bxy+ Cy + Ох + Ey + Е = 0 
а 


=> (А-х? + B-xy + С.у2 + Dx + Ey + ғ) 
ах 


> 2Ax + By + Bxy' + 2Cy.y' + 0 + Еу' = 0 
= y (Bx + 2C-y + Е) = -(24-x + By + D) 
à 2A.x + By + DY 
> y'= 
Bx + 2Су+ E) 


Ш 
© 


Substituindo (x,y) pelas coordenadas (x, y,) de P conheceremos a inclinação a reta 
tangente а curva y = у(х). 


Tal inclinação é justamente o coeficiente angular m da reta que buscamos. 


ix À 2A.X9 + By, +D 
© (Bx + 2C:yy +E) 


A equação da reta será portanto: 


AS + By, +D 


KO B.xy + 2C yg +E 


|«-%) 


Desenvolvendo: 
> (Bx + 2С-у„ + Е)-(у-у„) = -(2A-X, + В-у„ + D)-(x-x5) 
> Bxoy- BXo Yo + 2C-Yo:y - 2C.y2 + E-y - Е:у = 
= —-2A-X-Xo + 2А.ҳ2 — В-уо-х + В-у„-х„ = Dx + О-хо 
> 2А-х„-х + B-yy:x + Dx + 2C-yg:y + В.хоу + Ey + О-хо + Еу, = 
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=-2Е 

= (2А-х$ + 2В-уш-х + 2С-у$ + 2Dx + 2E-y) 

> -2F = 2А(хо:х) + В(у„.х + хоу) + 2C(yo-y) + 
+ D(x*xg) + E(y * yo) 


>? A(Xo - x) РЧ хае + C-(Yo: y) + 


| curva quadrática qualquer, podemos encontrar a equação da reta tangente a ela ј 
no ponto (x,, Yo) da seguinte maneira. 


| Olhando para a equagáo da curva, substituir: 


х^ por хх 

| y? рог yoy 
| x-y por ХУ + O, A 

Xp FX 

х рог Pon 

3 

Tre 


2 
Por exemplo, no caso da elipse a + E = 1, a equação da reta tangente será: | 
a b 


| Justamente o que encontramos na secáo 3.2 do capítulo 3. Muito interessante, 
, não? ) 


© ы oe Raf T 0 X dad nim an ittm eat. ie 2 АЫ 


Exemplo 4.2.a Determinar a equação da reta tangente no ponto (1,1) pertencente 
à curva: x? - 3y? + 2x-y + Зх - 320 
Solução: 


Usando o resultado 4.2.1, a equação da reta tangente no ponto (1,1) será: 


x cover 213) 4 22) -3=0 
2 2 
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Arrumando: [7x = 4y - 3=0 


Parece até mágica, náo é mesmo? 


4.3. Diámetros de Cónicas 
O diámetro de uma cónica é o lugar geométrico dos pontos médios das cordas ¡ 
| Paralelas a uma dada direção. y í d 


Definição 4.3.1 


Vamos iniciar esta seção com um exemplo de uma questão cobrada na Olimpiada 
Brasileira Universitária de 2006. As ferramentas que temos até o momento já 
permitem resolvé-la sem problemas. Sugerimos que o leitor acompanhe a solugáo 
para darmos início ao conteúdo desta seção. 


Exemplo 4.3.a (OBM-U 2006 adaptada) Dada uma hipérbole e uma reta, nào 
vertical e nào paralela às assintotas, determine a equagáo lugar geométrico dos 
pontos médios das cordas da hipérbole paralelas à reta dada. Obs: Uma corda de 
uma hipérbole é um segmento cujos extremos pertencem à hipérbole. 


Solucào: 

De acordo com a definição 4.3.1 o enunciado pede justamente a equação do 
diámetro de uma hipérbole relativas a uma direção não paralela às assintotas. Até 
o momento não sabemos que tipo de curva este L.G. representa. 

Vamos considerar a hipérbole na sua forma: 


K- y 


D ш 1 


a? b 
т " a , b 
Seja uma reta (não-vertical) que atenda ао enunciado: у= m-x + h, m # +- 
a 
Os pontos de interseção serão as soluções do sistema: 
b2.x2 - ay? = ap? 
ly = mx +h 
= bx* — amo + 2m-h-x +h?) = a?.b? 


( 
> a?. ®т?). х? - 2m-h.a2.x – a?. (n? +b?) =0 
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Sendo Р, = (x,.y,) e P, = (x,.y,) os dois pontos de interseção da reta com a parábola, 
teremos que o pontos médio da corda definida por estes dois pontos será: 


X + X2 soma das ra zes 2m-h-a? m-h-a? 
Xm TOS AD Aa O O PsC ARIS 2 2 2 
2 2 2(p? a?.m?) b? — am 
As ordenadas de P, e P, sáo: 
Ym = A ааа т.х +h 
2 2 
m-h-a? 
Xm = 72 2.2 
b^ - a*.m 


De modo que podemos escrever: 


n. b? 
b? – a.m? 


Yn = 
Dividindo as equagóes: 


O lugar geométrico pedido é, portanto, uma reta, que passa pelo centro da hipérbole 
p? 


e tem coeficiente angular igual a 


diámetro 
Figura 1 


Neste caso deve-se tomar cuidado apenas de excluir do LG pedido a parte do 
diámetro da hipérbole que se encontra entre os ramos da hipérbole. 


O resultado do exemplo 4.3.a nos diz que o diámetro da hipérbole é uma reta que 
passa pelo seu centro. O resultado, no entanto, é mais geral que isto. Vejamos. 
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Teorema dos Diámetros das Cónicas 


! Considere uma cónica de equagáo: 


Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey +F=0 
O diámetro desta cónica relativo a qualquer diregáo será uma reta. 


Resultado 4.3.1 


Demonstracáo: 

Considere uma direção dada pela reta de equação paramétrica: 
[х 
é 
ly 


Xm + pt 
Ym + qt 


onde (x, Ym) é um ponto do diámetro e o vetor (р, q) determina a diregáo dada. 
Os pontos de interseção desta reta com a cônica serão as soluções do sistema: 
Ax? + Boey + Cy? + Dx + Ey+F=0 

ix = Xm + Pt 


> A(xm + 2p-texm + p^ t?) + B(Xm*Ym + (х9 + ушр) + pat?) + 
+ C(ym + 2ym qt +q? t?) + D(xm + p.t) + E(y, * qt) + F=0 
> (A-p? + В-р: + с.а). + 
+ (А:2р.х. + B(qxm +р-уһ) + С:29:у„ + Dp + Eg) t+ 
+ (^x? + B-Xm"Ym + С-у + Dx, + E-Ym + F) =0 (Еа!) 
A equação І, do 2? grau, terá duas soluções t, e t,. Sendo P, = (ху) e 


P, = (X,.y;) os dois pontos de interseção teremos que o ponto médio da corda definida 
por estes dois pontos será: 


_ Хож хр (m + Pot) + (Xm + Pto) 
B 2 2 


„ж йыш 


Logo: 
р 
Xm = Xm + ¿(4 + t2) > t+t=0 


А soma das raízes da equacáo | é portanto, nula. 
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_(А-2р-х„ + B-(9-Xm +р-ул,) + €-2q: yq + D-p + E-q) 


=0 
2(A-p? + B-pq + с.а) 


в D E 
> Ap-Xm + 3 (9 Xm + P-Ym) + C-Q yg + eo AGO 0 


Já percebemos que o lugar geométrico chamado diámetro de uma cónica é 
representado por uma equagáo de reta. Vamos organizá-la mais um pouco. 


B q D Efq 
A-xm + 2 (8) + у) + c(S) vm + 3 - 33) =0 


B D а\ (в Е 
=> С + 2 Ym + 3) + (3) (F + C-Ym + 3) = 


Note que q/p é justamente o coeficiente angular m da direção dada. De modo que 
a equagáo da reta do diámetro da cónica será: 


— я . - А е — 


Resultado 4.3.2 - Equagáo do Diámetro de uma Cónica 


Exemplo 4.3.b Mostre que se a curva for uma hipérbole ou uma elipse, o diámetro 
da curva passará sempre pelo seu centro. 


Solugào: 


Na seção 4.1 vimos que o centro da cônica, se houver, será dado pela solução do 
Sistema: 


[2A-x +By+D 
[В-х + 2C-y + E 


0 
0 


Dividindo as duas equações por 2, sendo (x,, у,) o centro da cónica: 


B D 
А. Vo emm 
Xo + 5% + 5 
B E 
2*6 T C-yo + 2 =0 


O ponto (x,, у,) estará contido na reta do diâmetro pois: 


+ 5 уо + 2) + m(5% + С-у + 3) =0+m0=00 
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Aplicando resultado 4.3.2 teremos as equações dos diâmetros relativos a uma 
direção de coeficiente angular m para as 3 cônicas nas formas canônicas: 


2 2 
1. Diâmetro da Elipse (S EE e А 


а b? J 


Ea 2 

ix р y 

2. Diámetro da Hipérbole (5 - у = 1 
а 


x y 
—-mj-—[250 2 
a? (&) 

3. Diámetro da Parábola (y? = 2p-x) 


a Р 


A equagáo do diámetro de uma cónica na forma canónica com foco(s) sobre o | 
eixo x é | 
(ү е | 
-| — ix, elipse | 
mJ 


2 
у=. | b s , hipérbole | 


m 
3 


(2) , parábola 
т; 


Resultado 4.3.3 


Note que o diámetro de uma elipse, por exemplo, relativo а uma diregáo т tem 


equação: 
p? 
yas x 
a?.m 


Esta reta determina uma direção de coeficiente angular: m' = ~ 


b? 


a?.m 


Ora, mas as cordas paralelas a esta diregáo nova diregáo também definiráo um 
outro diámetro da elipse, dando margem a uma importante definigáo: 


CapituLo 4 — Cónicas: Tópicos Especias 293 


'OLG dos pontos médios das cordas paralelas a um diâmetro de u uma elipse (ou! 
| hipérbole) também será diámetro da elipse (ou hipérbole). Chamaremos estes 
[dois d diámetros de diámetros conjugados 


A A Е —— | 


Definição 4.3.4 


De forma simples, demonstra-se o seguinte resultado. Deixamos a demonstracáo 
como exercício ao leitor. 


r pS 


E Sendo m, e т, о os coeficientes angulares de dois diámetros conjugados, entáo: 


2 
5. (elipse) 
mm = d 
42 (hipérbole) 
a 


Resultado 4.3.4 


——_ 


A Mas por queas 
SY parábolas náo 
Toy estáo incluidas nas 
T definigóes e resultados 


^ ? 
di y, anteriores? 


sd 


Pops: A parábola foi excluida da definição de diâmetros conjugados pois de 
| acordo com o resultado 4.3.3, um diámetro de uma parábola será sempre paralelo 4 
| ao seu eixo principal. As retas paralelas a um diámetro, portanto, nào definirão } 
үСогЧаз na parábola. d 


y=mx+h 


diámeti N 


Fig. 4.3.1 
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4.4. Exercícios de Fixagáo 


OBS.: Nesta segáo apresentamos exercícios relativos ao capítulo 4 e também 
exercícios interessantes que possam requerer todo o conteúdo visto neste livro 
| até o momento. 


Exercício 4.1 Determinar e traçar os lugares geométricos definidos pelas equações 
no plano: 


a) х? + бх -у - y? =4 

b) 3x? + 2х.у + 3y2=4 

c) 2y? - 2x? - 3x-y + 2y + x=0 
d) 4x? + 4x. y + y? + 6x + 3y=0 
e) х.у= 2 

f) y? + 2x:y + x51 

9) х2 + 2х.у + y? - 2x + 2y 20 


Exercício 4.2 Dê o género da cônica a seguir (tipo elipse, hipérbole ou parábola) 
e determine o ángulo de rotação pura que elimina o termo retangular x-y das 


seguintes equações. 
a) х2 + бх.у - 7y? + 10x - 30y + 23-0 
b) 5х? + 6x-y + 5y? – 4х + 4y - 4-0 


ox + 4x. y + y? =4 


Exercício 4.3 (ITA — 1995) Uma reta t do plano cartesiano хОу tem coeficiente 


angular 2a e tangéncia a parábola y = x? — 1 no ponto de coordenadas (a, b). Se 
(c. 0) e (0, d) são as coordenadas de dois pontos de t tais que c > 0 e c=-2d, 
entáo determine a/b. 


Exercicio 4.4 Calcule o ponto de tangéncia da reta x — 2y = 2 com a curva de 
seção cónica x? – 4x.y – y? + 2x — 4y - 8 = 0. 


Exercicio 4.5 (IME - 2007) Assinale a opção correspondente ao número de possíveis 
valores de o pertencendo a [0,2л) tais que o lugar geométrico representado pela 


equação 3x? + 4y? — 16у - 12x + tgo. + 27 =0 seja um único ponto. 
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Exercício 4.6 Determine a equagáo da reta secante а cónica de equacáo 


x - 3x.y - 2y? - X - 2y - 1=0, que divide ao meio as cordas de coeficiente 
angular igual a 3. 


Exercício 4.7 Considere a parábola de equação y? = 2p-x. Seja P um ponto 
acima da parábola, com coordenadas (p/2, t). O parámetro t é um número real 
maior que p. Calcule a tangente ángulo agudo entre as retas tangentes á parábola 
passando por Р, 


Exercicio 4.8 Mostre que a tangente a uma elipse passando por um extremo de 
um de seus diámetros é paralela ao diámetro conjugado. 


Exercício 4.9 Seja a família de parábolas x? = 4k -(y +k) onde k pertencente aos 

reais náo nulos. Mostre que: 

a) Todas as parábolas da familia sáo homofocais. 

b) Existem exatamente duas parábolas da familia passando pelo ponto P(a,b) 
com a náo nulo. 

С) Se к-К < O, então o par de parábolas associadas a estes números se inter- 
ceptam sob àngulo reto. 


Exercício 4.10 Determine o lugar geométrico dos pontos do plano dos quais 
se podem tragar tangentes à elipse x? 2y? =4 paralelas a dois diámetros 
conjugados da cónica. 


Sugestáo: Use o resultado 4.3.3 


Exercicio 4,11 Determine o lugar geométrico dos pontos médios das cordas que 


ligam os pontos de contato das tangentes á elipse х2 + 2y? =4 paralelas a dois 
diámetros conjugados. 


Sugestáo: Use o resultado da questáo anterior. 


Exercício 4.12 м (ITA — 2005) Determine todos os valores reais de a para os quais 


a equação: (x - 1)? = |х - a] admita exatamente trés soluções reais distintas. 


Exercício 4.13 (IME - 2008) Um triángulo isósceles possui seus vértices da 
base sobre o eixo das abscissas e o terceiro vértice, B, sobre o eixo positivo das 
ordenadas. Sabe-se que a base mede b e seu ángulo oposto B = 120?. Considere 
0 lugar geométrico dos pontos cujo quadrado da distància à reta suporte da base 
do triángulo é igual ao produto das distáncias às outras duas retas que suportam 
os dois outros lados. Determine a(s) equação(ões) dos lugares geométricos e 
identifique a(s) curva(s) descrita(s). 
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Exercício 4.14 м Dado o sistema: xy = k, x? + y? = 5, determine k de tal forma que 
o sistema possua apenas 2 soluções. 


Exercício 4.15 £ Mostre que as tangentes a uma elipse nos pontos extremos de uma 
corda paralela a um de seus diâmetros d se encontram em um ponto pertencente 
ao diâmetro conjugado de d. 


Exercício 4.16 2 (2º Teorema de Apolônio) Considere uma elipse de centro О. 
Sendo P e Q extremos de diâmetros conjugados desta elipse, mostre que 


ОБ? +00 = a? +b?. 


Exercício 4.17 2 (3º Teorema de Apolônio) Considere o paralelogramo formado 
pelas tangentes paralelas a um par de diâmetros conjugados de uma dada elipse 


de semi-eixos a e b. Mostre que a área deste paralelogramo vale 4-a-b. 


Exercício 4.18 Uma reta r passa pelo ponto fixo P(-1,-3) e intercepta a reta s: 
3.x + 2-y – 6 =0 no ponto Ae a reta t: y — 3 = 0 no ponto B. Determinar a 
equação do lugar geométrico do ponto médio do segmento retilíneo АВ à medida 
que a reta r gira em torno de P. Tracar o gráfico da curva. 


Exercício 4.19 A equagáo do eixo das coordenadas, y = 0, é uma degeneragáo de 
que tipo de segáo cónica? 


Exercício 4.20 y Discuta em função do parâmetro real a quantas soluções reais 
existem para a equação: 


2x + а= ү1- х2 


Exercício 4.21 »Discuta em função do parámetro real a quantas soluções reais 


existem para a equação: 
V1-x? =ax+1 


Exercício 4.22 м Discuta em função do parâmetro real a quantas soluções reais 
existem para a equação: 


Н 2 
Sud 3 
a Y 4 
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Apresentaremos aqui alguns resultados importantes mencionados no decorrer do 
livro. Por fugir do objetivo do livro, a maior parte das expressões aqui apresentadas 
não serão demonstradas. Em geral, as demonstrações dessas expressões podem 
ser facilmente encontradas em qualquer livro que aborde os assuntos destacados. 


A.1. Trigonometria 


Relações básicas no triângulo retângulo: 


cateto oposto _ cateto adjacente x = Senx 


senx = — - = 
hipotenusa hipotenusa cosx 


Definições básicas: 


1 1 senx 
secx= , csex=—— , tgx= ¿a ctgx- — 
с s cosx 
Relações Fundamentais: 
sen?x + cos? x = 1 
sen^x + cos? x 1 sen?x 1 
2 2 т? = 2 tgx + 1 = sec?x 
= cos? x cos” x cos” x cos x > gx+1=s 
sen^x + cos? x 1 | x cos? x pA 1+ ctg?x = csc? x 
sen?x sen?x sen?x ѕеп2х 
Redução ao Primeiro Quadrante: 
fx (x X) EA E 
sen = + x) = беп = - Х! = COSX cos| © + x| = -cosi 2 - x! = - senx 
) iz q 2 i2- 74 
x л 
\ хех) cx 
(5 + х) = -03 
ѕеп(л+ х) = -sen(z-x) = — senx соѕ(л+ х) = cos(n- x) = -cosx 


tg(n- x) = -tg(x-x) = tgx 


298 Matemática EM Niver IME/ITA — VoLume II 


Fungoes trigonométricos da soma de arcos. 


sen(a+b) = sena-cosb + senb-cosa 
sen(a-b) = sena-cosb — senb-cosa 
соѕ(а +0) = cosa-cosb – sena-senb 


(a+ 
cos(a-b) = cosa-cosb + sena-senb 


tg(a+b) = tga + tgb 
1 - tga- tgb 
tga — tgb 

tg(a - b) = ——————- 

g(a-b) 1 + tgatgb 


Arcos-Dobro e Arcos-Metade 


sen(2x) = 2senx-cosx 


cos(2x) = cos? x ~ ѕеп2х = 2cos?x — 1=1- 2sen?x 
2tgx 
tg(2x) = ——— 
ex) 1- tg^x 
x [1 — cos(x) 
| ud Заа. 2. | 
sen(3) E 
х [1 + cos(x) 
É = + E ud 
cos(ž) y 2 
(2) E [1 — cos(x) 
2 VT + cos(x) 


Funções Trigonométricas em função da tangente do arco-metade 


э) мее e E 


x СО5х = senx = ———————— 
dies АӨ 1+ ЧӨ Ja (5) 


Transformagáo de Soma em Produto 


tgx = 


^ ahy! 
sena + senb = 2sen( 7 ). cos( 7 
2 2 
-b) [a+b) 
sena - senb = 2sen/ 23 | cos; —— 
NU. a 88 
(a+b) {5 b) 
cosa + cosb = 2cos |: CO: 
A о] 
cosa - cosb = -250n[ 232) MS 
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Transformação de Produto em Soma 


sena-cosb = 1 [sen(a+b) + sen(a-b)] 


2 
cosa cosb = > [cos(a +b) + cos{a-b)] 
sena- senb = > [соз(а-ь) - cos(a+b)] 


A.2. Conceitos Básicos de Geometria Plana – Triângulos 


Ao longo do livro fizemos referências a algumas definições básicas de geometria 
plana, que veremos a seguir: 


Р" 
| Ceviana: Ота семапа ё qualquer segmento de linha ет um triángulo com uma 

das extremidades sobre um vértice do triángulo e a outra extremidade sobre seu 
| lado oposto. 


A 


Definicào Ap.2.1 


Fl A es кы а — T : 
: Mediana: A mediana de um triângulo é o segmento de reta que liga um vértice 
deste triángulo ao ponto médio do lado oposto a este vértice. 


А BM=MC 


Definição Ap.2.2 
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Concorréncia das Medianas de um Triángulo (Existencia do Baricentro): As 1 
medianas relativas aos trés vértices de um triángulo sáo concorrentes em um | 
único ponto, que coincide com seu baricentro 


Resultado Ap.2.1 


Demonstração: Resultado foi demonstrado no exemplo 1.5.b 


dera Бау. | 


Mediatriz: A mediatriz de um lado de um triángulo é areta perpendicular a este ; 
lado, passando pelo ponto médio do segmento de reta definido por este lado. 


Definigáo Ap.2.3 


Concorréncia das Mediatrizes de um Triángulo (Existéncia do Circuncentro): | i 


As mediatrizes relativas aos trés lados de um triángulo sáo concorrentes em um 
ünico ponto, chamado circuncentro. O circuncentro relativo ao triángulo é o centro | 
da circunferéncia que passa por seus trés vértices, | 


Resultado Ap.2.2 


Demonstragáo: 


Figura 1 
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Seja C o ponto de encontro das mediatrizes dos lados AB e BD. Construamos o 
segmento de reta perpendicular a AD passando por C. 


Note que os triánglos APC e BPC são congruentes (caso LAL), portanto АС = BC 


Os triángulos ВМС e DNC são também congruentes (caso LAL), e portanto BC =DC 
e, consequentemente, АС = ОС. 

Com isso, os triângulos AMC e DMC são congruentes e, portanto, AM=MD,o que 
mostra que MC é mediatriz do lado AD. 


Da discussáo acima, fica claro que AC = BC = DC e que, portanto, a circunferéncia 
сот centro С, passando por um dos vértices do triánguo ABD, passará pelos demais 
vértices! гу 


Figura 11 


| Altura: A altura de um triángulo é a ceviana perpendicular a um lado do triángulo, 
| ou ao seu prolongamento, traçado pelo vértice oposto. Esse lado é chamado de 
altura e o ponto onde a altura encontra a base é chamado de pé da altura. 


[E сло T E E 
Definição Ap.2.4 


р — р, À f - a 

! Concorréncia das Alturas de um Triángulo (Existéncia do Ortocentro): As 
alturas relativas aos trés lados de um triángulo sáo concorrentes em um Único 
ponto, chamado ortocentro. 


Resultado Ap.2.3 
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Demonstragáo: 


Figura | 


Tracemos por A, uma paralela ao lado oposto BC; por B, tracemos a paralela ao 
lado oposto AC; por C, tracemos a paralela ao lado oposto AB. 


Pela construgáo do triángulo PMN, temos que o quadrilátero ANBC é paralelogramo 
e, portanto, AN=BC. Pela mesma razáo, o quadrilátero AMCB também é 


paralelogramo e, portanto, AM=BC. Segue que: AN=AM, ou que, ainda, A é 
ponto médio do segmento MN. 


O raciocinio análogo para os demais vértices do triángulo nos permite chegar á 
conclusáo de que A, B, C sáo pontos médios dos lados do triángulo MNP. 


Ou seja, as alturas relativas aos trés lados do triángulo ABC nada mais sáo do que 
as mediatrizes relativas aos lados do triángulo MNP. 


Ora, mas nós já provamos que estas retas se interceptam em um único ponto, o 
circuncentro do triángulo MNP. 


Logo, as alturas relativas ao triángulo A,B,C se inteceptam em um único ponto. n 
Bissetriz de um ángulo (ou bissetriz relativa a duas retas náo paralelas): 
A bissetriz é a reta que divide um dado ángulo em dois ángulos iguais. (para 
duas retas náo paralelas, existirá sempre um par de bissetrizes, que seguiráo 
a definição). O par de bissetrizes relativo a duas retas náo-paralelas poderia | 
ser igualmente definida como o lugar geométrico dos pontos que equidistam de 
duas retas náo paralelas, uma vez que esta propriedade decorre diretamente 
da definicao. 


Definigáo Ap.2.5 
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i Bissetriz Interna: Uma bissetriz interna de um triángulo é um segmento de reta 
| que divide um de seus ángulos internos em dois ángulos iguais. 


A 


== 


Definigáo Ap.2.6 


— pcm o 
‚ Bissetriz Externa: Uma bissetriz externa de um triángulo é um segmento de reta 
| que divide um de seus ángulos externos em dois ángulos iguais. 


і Bissetriz externa 
} do ángulo B A 


ur 


Definição Ap.2.7 


| Concorréncia das Bissetrizes Internas de um Triángulo (Existéncia do 
Incentro): As bissetrizes internas relativas aos três vértices de um triângulo são 
! concorrentes em um ünico ponto, chamado incentro. O incentro será o centro da 


Resultado Ap.2.4 
Demonstragáo: 


Tracemos as bissetrizes internas aos vértices A e C, se encontrando no ponto O. 
Tracemos também o segmento de reta BO. Vamos mostrar que BO é bissetriz do 
vértice B. 


Ds. 


Figura 1 
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А partir de O, vamos construir as perpendiculares a cada um dos trés lados, com 
pésemD,EeF. 


Note que, pelo caso de congruéncia LAA, temos: 
ACOD = ACOE 
AAOE = AAOF 


Segue, portanto que: FO-EO-DO 


Como FO =DO, os triángulos BOF e ВОР são, obrigatoriamente, triángulos 
retángulos. Pelo caso de congruéncia, LLA (aplicável para triángulos retángulos), 
temos que: ABOF = ABOD e, portanto, BO é bissetriz do ángulo interno B. 


Em outras palavras, as tres bissetrizes internas do triángulo ABC se interceptam 
em O (chamado incentro). 
Além disso, como FO - EO = DO, podemos traçar uma circunferência tangente 


aos trés lados do triángulo com centro em O. Em outras palavras, o incentro do 
triángulo é o centro da circunferéncia inscrita ao mesmo. a 


Figura 1! 
ан " Е. 
Existéncia do Exincentro: As bissetrizes externas de dois vértices de ит | 
triángulo e a bissetriz interna do terceiro vértice se encontram em um ponto | 
chamado exincentro. A circunferéncia de centro no exincentro e tangente a um | 
dos lados (ou seu prolongamento) do triángulo será tangente aos demais. 


Notação: Cada triângulo possui 3 exincentros. Para denotar o exincentro referente | 
ao lado oposto ao vértice C (lado AB), usaremos a notação a seguir E, 


Resultado Ap.2.5 
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Demonstração: 


Figura | 


Seja E o ponto de encontro das bissetrizes externas relativas aos vértices A e B. 
Vamos mostrar que a bissetriz interna do vértice C também passa por E. 


A partir de E, vamos construir as perpendiculares a cada um dos lados (ou seus 
prolongamentos) AB, AC e BC, com pés em P,Q,R, respectivamente 


Note que, pelo caso de congruéncia LAA, temos: 


AEPA = AEQA 
AEPB = AERB 


Segue, portanto, das congruéncias acima, que: EQ = ER = EP (Eq. 1) 


Ora, mas pela definição de bissetriz interna, como E é equidistante dos 
prolongamentos dos lados AC e BC, entáo E está sobre a bissetriz do vértice C, 
como queriamos demonstrar. 


Da equação |, temos que uma circunferência de centro em E e tangente ao lado 
AB, por exemplo, necessariamente será tangente aos prolongamentos dos lados 
BCeAC. п 


[ (E 
¡ Teorema da Bissetriz Interna: 


A bissetriz interna de um triángulo divide o lado oposto em segmentos 
| proporcionais aos lados adjacentes. 


| RC FE 
DC 


Na figura abaixo, este teorema se traduz da seguinte forma. 


A 


gcn 


Resultado Ap.2.6 
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Demonstração: Tracemos uma paralela à bissetriz AD pelo vértice B. Seja Po ponto 
de encontro desta paralela com o prolongamento do lado CA. 
Note, na figura | abaixo que, dado o paralelismo entre BP e DA, os ângulos 


destacados são iguais. 


Figura | 


Da figura |, segue que o triângulo АВР é isósceles (РВА = ВРА = 0) e, portanto: 


AB = AP (Eq. |) 
Como os triángulos DCA e BCP sáo semelhantes, temos: 
AC PO _ AO AC. АР 


Dc BC "o DC BDDC 
pd AC | AC + АВ 
DC BD + DC 
=> AC-BD+ AC-DC = AG-DE + AB DC 
> AC.BD = AB.DC 


AC AB 
> === D 
DC BD 
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Teorema da Bissetriz Externa: 


Se a bissetriz de um ângulo externo de um triângulo intercepta a reta que contem 
O lado oposto, então ela divide este lado oposto externamente em segmentos 
proporcionais ao lados adjacentes. 


Na figura abaixo, este teorema se traduz da seguinte forma: sendo D o ponto em 
que a bissetriz ao ángulo externo C do triângulo ABC encontra o prolongamento 
do lado oposto AB, temos que: 


Demonstragáo: 
9. 
ve 
Sam 
ON 
` ` 
` с 
` - 
` "a 
` „А 
` 
` ás 
` 
x B 
` 
` 
M B^ 
VEM ER CONNEXES > э) 
f C E B 
Figura 1 


Da definicáo de bissetriz externa, temos que: DÊ! = ОСА = B 

Tracemos a paralela AE à bissetriz externa ao ángulo C. Do paralelismo, segue que: 
CEA = DÊ = В 
CAE = ОСА = В 
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Logo, o triángulo ACE é isósceles e СЕ =СА (Ед. 1) 


Da semelhanga entre os triangulos AABE = ADBC , segue: DB = AB 
E BC BE 
Usando a equação |: 
D.A, DB А8  DE-DA 
BC BE BC BC-CE BC-AC 


= DB (CB - СА) = CB(DB - DA) 
= DB-CE - DB.CA - 58-08 - СВ.бА 


DB _ CB 
> == == 0 
DA CA 


Ear) «nr 
d df(x) | dg(x 
& (00 + ato) = 00 + р 


© j dx 
а). ato 100 - тро 80) 
dxl g(x) BO 


E 
f(x) = xm фа | onde a é uma constante real. 


d d 
Eroon = roo 909 
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Derivadas de funções básicas: 


4 senx = cosx ; 4 cosx = —зепх 
dx dx 
A ox = sec? х A Y сідх = -csc?x 
dx dx 
S secx = secx-tgx р 29 CSCX = —cscx-ctgx 
dx ü 8 ' dx i 
É Агссозх = ЭРЕЗЕ ЕГ 4 Arcsenx = 
ах RT = х2 dx 1- x? 
Y aretgx = Л : 4 Arcctgx =- 5 
dx 1+ х2 dx 1+х 
mx zd ; La = ех ; Sa = ах Іпа 
ах х dx dx 
Integrais imediatas: 
nei 
fx" -ax = * c (nz-1) 
E E In|x| + c 
x 


J nm 
| senx- ах = —COSX + C 
fcosx-dx = senx + € 
Јѕес2 x- dx = tgx + с 
fsecx-dx = Injsecx + tgx| + c 


JEC) ano: dx = х). а(х) — fE о(х)-ах 


b 
Јах = ах) = ff(x) dx = gb) - gla) 
а 
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ИА 


Capitulo 1 
ж.а. -r - = 3 
1.1) ac + ab + 6: == 
1.2) p| = з 
124 64 239 ЧА 
Р = |, = 
Tof) ( 49 es) ( 49 49 
1.8) Ju +v = 
тах 


| dm. ырс ые Б. 
1.17) Агеа = 15 (ЭВ + BC).(BC + CD) 
Capitulo 2 


2.1) y = 


23) y = -2x +2 e y= 5х+2 


2.7) 4 
5 
2.8) Зх - 4y =11 e 5x + бу = 12 
2. 2I 
9) q Л ; 
2.10) а) x, > -2L+2 boLGéaretaX =P (р> 0) 


2р 2 
2.11) O L.G. de P é uma esfera com centro coincidindo com o centro (2,2,2) do 
cubo, e raio igual à metade da diagonal do cubo, i.e. R = 243 


2.12) 12 
23 


2.13) —.0^ ondeLéo comprimento da aresta do cubo 


Respostas pos Exercícios DE Fixação 


2 
9 
2.12) L.G. é a circunferência de equação: (x - 2) * (v + 


244) ЁЗ 


3 
138 
2.15) (x + 2Y ox Nes 


2.16) а) (x - 3) + (y- 2/2) = 9 b) y = 5 + 242 + 3 (x-3) 


2.17) b) 2 (a? + 2ab - 20?) 


2.18) 2х + y=5 e х = 2y 


2 
2.19) (- 2j * y? = 


16 
2.20)x = 2 
2.22) p: x+ y =1 
2 2 (x -1 
2.23) y = R*| — 
V X 
224) R = 1454/2 + 15/29 
| 49 
x-2 ,.2 
2.25) 35 . 35 . 
3 -5 
2.26) V = X unidades de volume 
2.27) [278 
Y 21 
2.28) (x? + у?) ла = 36 
2.29) 6 


2.30) 1 unidades de distáncia 
3 


2.31) -2x+y+2+1=0 


2.32) 1 unidades de distáncia 
3 
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2.33) x+y+1=0 
2.34) A segunda reta tem equação: y = 3x — 2 


Existem duas circunferéncias que atendem à descrigáo do problema, e suas 
equacóes sáo dadas por: 


Cd eee 
5 rtm" 5 г ^5 
2.35) x - y 22 - 6 - J6 =0 


2.36) Dois pares de retas atendem às condições: 
y=2x-3 e 2у =9-x ou 2y=x+3 e у= -2x + 9 


2.37) x? + (y +2) = В 
2.38) Circunferência de centro (0,0) e raio 6 


239) x - 1= r+ = 2-1 =teR 


p (x-2)? + (у+4}? = 18 


2.43) Circunferência de centro em (x, y,) e raio г. 


Capitulo 3 


3.1) Eixos: 6/2 e 12, excentricidade: 3 


; a ng ; : 
3.2) Elipse de centro em (3 à o) e semieixos maior e menor de comprimentos 2 
eb , respectivamente. 
2 

x 2 y 2 

OBS: Sendo > + 57 = 1 a equação da elipse dada, com A = (-a,0), temos 
a 

que a equação do LG pedido é: 


Respostas pos Exercicios DE Fixação 313 


3.3) O LG procurado é uma elipse de centro no ponto médio de AB e semeixos 


maior de medida P — 2С e menor de medida P: (p - 4c) sendo 2c a medida de 


AB.Do LG devemos excluir os 2 vértices localizaddé no eixo focal. 


3.4) Par de hipérboles: х2 - y? = + 3 
3.5) LG é a circunferéncia de centro Be 
aAeB. 


raio (2a — d), a menos dos pontos colineares 


3.6) y? - x? = 16 (hipérbole), com exceção do ponto B 


125 
«na r-(-2.-2) b) d: ax + 4y+ 2 =0 


3.8) Elipse de eixos maior e menor de medidas 6 e 3, respectivamente, com 
excegáo dos vértices do eixo foca 


2 2 
OBS.: Sendo х. + Lo = та equação da elipse dada, temos que a equação 
a b? 
do LG pedido é: 
2 2 
Жз a a 1, у#0 
9 9 


3.9) Elipse de eixo maior AB e eixo menor de medida 4, com excegáo dos pontos 
AeB. 


3.10) Mostra-se que as equações são equivalentes a: 


2 
(x- xo) " (y - Yo) 21 
a? b? 
Uma parametrização para a equação da parábola proposta pode ser: 
|* zt 
e 
ШЕ: 


3.12) b) 2y = 1+ x? c)D=(3,5) 


—2 


2 
3.13) y - E " А (parábola) 
2 3 
3.18) S - ges - yo] 


e —— AS 
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LG de A, admitindo S constante é parábola de equação: 


1 
y = ах? ~ ЕЗ] 


3.19) tx = Zy + = 


(duas parábolas com vértice coincidindo com o foco da parábola original) 


3.20) O LG terá equação: 2х:у — yx - Xy +K=0 
2 2 

X 

i) Par de hipérboles, se К = Xo + Yo 


2 2 
Xo + Yo 


ii) Par de retas perpendiculares, se K = 4 


7Y 162 
3.22) O LG terá equação: (x - z) -y = 25 (hipérbole) 


3.24) O L.G. do ponto médio do segmento AC é a semi-circunferência de centro no 
ponto médio de AO e raio R/2. 


3.27) O L.G. de A é dado pela equação paramétrica: 
2 
da + x = Ф 


iscutindo o LG para os casos particulares de k: 
O < k <1 > elipse, com eixo principal na horizontal 


{К = 1 > circunferência de raio d e centro (0,0) 
К > 1 — elipse, com eixo principal na vertical 


3.29) _УЗ 
4 


3.33) O LG é a diretriz da parábola. 


3.37) O ângulo entre as curvas são: + Arctan (v6) 


3.38) x? - y? = 9 (hipérbole) 


Gráfico: o esboço abaixo considera uma elipse tal que b > a. Note que, apesar da 


c m TO ms 


ResPosTas DOS Exercicios DE Fixação 
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aparéncia hiperbólica, o LG náo é uma cónica. 

3.41) 

a) O LG é uma superficie cónica que compartilha o mesmo eixo do cone e cuja 


geratriz vale: f = Arcseal 252) 


M ) 
b) A área do segmento é dada por: S -5 d? sena 


3.42) x? + (y -3Y = 4, com exceção dos pontos (0,1) e (0,5) 
3.43) Hipérbole centrada em (r , –2г) com semi-eixos valendo г. 
3.44) O L.G. de M, é a circunferéncia de centro F e raio 2.a 


3.45) 10 (y + 3)” - 3x? = 30 


3.46) Elipse com focos nos centros de C, e C, e eixo maior de medida 
nte 
1 2 


Capítulo 4 
4.1) a) hipérbole 
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b) elipse 


d) Duas retas paralelas (2х + y 20 e 2x + y + 3-20) 


y 


Respostas pos Exercicios DE Fixação 


f) hipérbole 


9) parábola 


o 1 anio S) 
4.2) a) hipérbole, rotação = 2 Аксап) 
b) elipse, Oroiação = 45? 


c) hipérbole, Orotacao = 45° 


4.4) Ponto de tangéncia = ( 2, 0) 


4.5) Existem dois valores de a que atendem á condigáo: a 
4.6) 7X + 15y +7 = 0 


Ü-p 
4.7) O ángulo agudo é dado por: 8 = Arc a GE 


4.10) O LG pedido é a elipse de equacáo: x? + 2y? = 8 


2 


I 
N 


4.10) O LG pedido é а elipse de equação: x^ + 2y? = 


5 
4.12) Os possiveis valores de a são: 1, e РТ 


EXT 
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4.13) O L.G. é representado pelas duas curvas: 
4x? + 4y? + 4/3by - b? = 0 (circunferência) 
4x* — 28y? + 4/3by -b? = 0 (hipérbole) 


4.14) k=2 
2 


4.18) O L.G. do ponto médio do segmento AB é a curva de equagáo 
4y? + 6xy +3y — 45 =0 (hipérbole) 


Gráfico: 


4.19) Tipo parábola 


4.20) 
a<-2 => 0 soluções 
-2 <а< 2 — 1 solução 
2sa«J/5 252 soluções 
a=5 251 solução 
a>5 50 soluções 
4.21) 
la|» 1 — 1 solução 
0 < |а| <= 1 => 2soluções 
la] =0 — 1solugáo 
4.22) 
a<0 -— 1 solução 
la>0 ә 2soluções 
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